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吉米 多 维 夺 人 B.HL HEMIHR OBEG) 著 《数学 分 析 习 题 集 》 
一 书 的 中 译本 : 自 50 年 代 彻 在 我 国 翻译 出 版 以 来 ,引起 了 全 
国 各 大 专 院 搞 广大 师 生 的 巨大 反响 。， 凡 从事 数学 分 析 教 学 的 
师 生 , 常 以 斌 和解 该 习题 集中 的 习题 ,作为 检验 掌握 数学 分 析 基 
末 知 识 和 基本 技能 的 一 项 重要 手段 。 二 十 多 年 来 ,对 我 国 数学 
分 析 的 久 学 工作 是 站 为 有 益 的 。 

该 书 相 十 多 着 习题 ,数量 多 ,内 容 丰 富 , 由 浅 入 深 , 部 分 是 
目 难 度 大 。 涉 及 的 内 容 有 油 数 与 棚 限 , 单 变 量 画 数 的 微分 学 ， 
不 定 积 分 , 定 积 分 ,级 数 ， 多 变量 机 数 的 徽 分 学 , 带 参 变量 积分 
以 及 重 积 分 与 曲线 积分 、 曲 面积 分 等 车, 报 括 了 数学 分 析 的 全 
部 主题 。 当 前 ,我 国 广大 读者 ,特别 是 肯 于 刻苦 自学 的 广大 数 
学 这 好 者 ,在 为 四 个 现代 化 而 勘 奋 学 习 的 热潮 中 , 迪 切 需要 对 
一 些 疑 难 习题 有 一 个 较 明 确 的 回答 。 有 蓝 于 此 ,我 们 特 的 作 
者 ,将 全 书 4462 题 的 所 有 解答 汇 坦 成 书 , 共 分 六 册 出 版 。 本 书 
可 以 作为 高 等 院 镁 的 教学 参 荐 用 节 ,同时 也 可 作为 广大 读者 
在 自学 微 积 分 过 程 中 的 敌 考 几 书 。 

众所周知 , 原 避 题 集 , 题 多 难度 大 ,其 中 不 少 习 是 如 果 计 
真 习作 的 话 , 既 可 以 深 刘 地 丽 国 我 们 所 学 到 的 基本 委 念 ,又 可 
以 有 将 地 提高 我 们 的 运 草 能 力 , 竺 别 是 朋 些 难题 还 可 以 所 使 
我 们 学 会 综合 分 析 的 轩 维 方法 。 正 由 于 这 样 ,我 们 般 切 期 望 初 
学 数学 分 析 的 青年 读 甫 ,一 定 要 刻苦 钻研 ,十 万 不 要 轻易 查抄 

1 


东 书 的 解答 ,因为 任何 削 暗 猫 立 思 康 的 作法 ,都 是 违 区 我 们 出 
版 此 书 的 衣 意 。 何 况 所 作 解 答 和 并非 一 定 标 准 , 仅 作 和 参考 而 号。 
如 有 某 些 误解 、 善 错 也 在 所 难免 ,一 经 发 常 , 肪 请 指正 ,不 胜 感 
谢 。 

本 书 蒙 潘 承 洞 教 授 对 部 分 难题 进行 了 审 校 。 特 请 郭 大 多 
闵 投 、 邵 品 综 教 提 对 全 书 作 了 重要 仔细 的 审 科 . 其 中 相当 数量 
的 难度 大 的 题 , 都 是 郭 大 和 锡 、 邵 品 玉 亲 自作 的 解答 。 

参加 编 演 工 作 的 还 有 黄 者 朝 同志 ， 

本 书 在 编审 过 程 中 ,还 得 到 山东 大 学 .上册 本 工业 大 学 、 山 
东 师 范 天 学 和 曲 和 皇 师 范 大 学 的 贪 导 和 同志 们 的 大 力 支持 , 特 
在 此 一 并 致谢 ， 
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由 中 一 yc 
本 
Ca) 我 们 有 
| aresintr 十 9 人 TY 
口 二 - 
一 1 莹 JE 


十 | atcstntr 十 %CTCT- 


妊 7 | 
Be y 富 1 一 了 


上 式 右 端 第 一 个 积分 由 对 称 件 知 其 值 为 零 ,第 二 个 积分 
凤 被 积 遂 数 在 积分 域 上 为 非 负 不 恒 为 过 的 连续 函数 , 因 
而 积分 值 是 正 的 .于 是 , 原 积分 是 正 的 . 
3913, 求 画 数 
ray 一 Sinzrsiney 
在 正方 形 :0 委 字 S 委 和 0 近 所 工 内 的 平均 值 . 


解 “平均 值 
五 一 志 中 sin2rsinzyedzedfy 
0 


一 喜 [| Si :rcz] 一 点 [| 过 一 了 in2z| 门 
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工 


区 
3914. 利用 中 值 定 理 , 估 计 积 分 


一 Ce 
和 小 190 cosz 十 co829 
之 值 ， 
解 ”由 于 积分 域 的 面积 为 200, 故 申 积分 中 值 定理 知 
工 ， 
《 100 十 os 下 十 cos23 =” 站 
2 《1) 


100 十 cos2 十 cos 细 ， 
其 中 性, 他 为 域 1z| 十 [| 和 10 中 的 基点 . 
显然 

0 seosst 十 cos 于 和 2， 
我 们 证 明 必 有 
0 < osse 十 cos 秘 扫 2， 《27) 
由 于 将 数 cosszr 十 rossy 在 有 界 闭 域 |z| 十 |?| 丢 10 上 
的 最 大 人 情 为 2， 最 小 值 为 0 从 而 连续 图 数 


1 
100 十 cbs2z 十 coszy 在 有 界 闭 域 |z| 十 17 丢 10 上 的 


最 小 介 为 67 ,最 天 值 为 0， 如 果 cos 忠 十 cos 弛 一 2, 则 
由 (1) 二 


1 
机 15100 十 eos 弛 一 CDS2 7 站 dead? 


+ ys17 


= 了 工 一 工 一 0. 


1 
但 rry) 一 100 王 下 67 训 是 非 负 连续 


函数 ,从 而 必 有 Fr 和 = 拓 0( 在 域 lz| 十 [1y| 委 10 上 )》， 
了 3 


明 Feoszr 十 ceos yy 二 2 在 臧 | 了 十 ly 守 10 让 这 时 钴 

是 错误 的 . 由 此 可 知 ,eos 科 十 cos5< 2. 回 理 可 让 cos 

十 ees2y 尖 0. 于 荐 ,2 起 成 让 ,从 而 ,得 

200 -， -0N 

102 一 全 100 
3915. 玉 圆 (z 一 的 :十 人 9 一 的 ?过 环 上 的 点 到 原点 的 距离 之 

平方 的 平均 低 . 

解 平均 值 


,如 1.96< 一 工 生 2. 


| 之 1 
一 元 《 十 妈 ) 人 rd 
人 
由 于 
- 了 中 rc 


人 


7 
1 上 矿 WE :7 
一 -7 和 王 -一 一 一 入 本 
| 上 册 AR 


本 
一 了 | ， ww 一 《一 


十 站 CR 一 (0 


283 一 一 
二 
下 ， 了 串 -- 具 
十 aresin :- 责 “] L 
呈 | 闻 一 写 - ， 一 一 
十 引 开 | 全 -58 一 2 一 2 W 开 fr 一 
3 有 4 | 
寺 8 arcsin 一 避 | 
2 过 3FR: ， 
_ RE  ， 
区 要 2 十 中 名 十 


]4 


同 瞄 .人 有 
1 中 rely 一 十 元. 


开 下 : 
上 是 ， 
五 一 好 十 僚 十 全 
在 问题 3916 -- 3522 中 对 一重 积分 | PCz,yydady 内 按 
咎 
所 指示 的 区 域 如 依 两 个 不 同 的 顺序 安置 积分 的 土 下 限 . 
3916. 8 一 以 DG0;01, 400 BC1 .17 为 顶点 的 三 前 形 ， 
解 ”为 方便 起 见 ,将 二 重 积分 || fcz,y)dzay 记 以 工 


站 ] 
于 是 ,IT= | 好 | recpay = | | rsoar 
3917. 呈 一 以 Of00)402:1) 8 一 2,1) 为 顶点 的 三 角形 


图 8.1 


和 解 如 图 8.1 所 示 
O4 的 方程 为 》 一 到 > 


0 的 方程 为 ?一 一 二 工 ， 
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4 了 3 的 方程 为 了 一 工 


十 是 ， 
foreoe-f ef 


二 | dz|， Ce 


TCDOGd3 


直 一 


2 中 
=-| ,az Co30d3， 
-2 


3918.， 有 一 以 DO,0) .411,0)， 
Bl12)vCf0 1 为 硕 点 的 


梯形 ， 

解 如 图 8.2 所 了 未,BC 的 
方程 为 y 一 于 一 并 

于 是 ， 


疯 82 


1 1 十 了 
了 一 | cz CE 
|， 上 2 
一 | dy| rd 十 | | 了 CT]G 工 ， 
站 口 3 一 
3919. 妇 一 图 寻 十 雪上 芋 


解 了 - 站 reoa 


， V-y 
= | o| JEA GTO0dt 
3920. 吕 一 加 好 十 将 委 小 
解 如 图 8.3 所 示 . 积分 城 的 围 线 衬 十 将 一 了 即 为 
， 『 1 2 了 和 
和 + [> 一 羡 一 | | 
于 是 ， 


6 


了 二 二 十 WU 本 一 所 
加 Le 上 亲 CT Gy 
呈 


， 人 SS 
一 [of 过 re 、 
3921. 怠 一 由 曲线 y 一 对 及 一 1 所 所 、 
围 的 拓 物 线 的 一 节 . 和 
解 曲线 ?一 好 及 一 1 的 交 加 
点 为 人 1， 一 1),(1,1)， 
于 是 ， 到 8.3 


了 一 | 好 | ze 93 一 oo ”Area 
3922. 0 一 圆 环 1 委 娠 十 妈 芝 二 - 
解 “如 图 8.4 所 示 , 车 先 对 后 对 z 积 分 ,由 


-Th 
一 or 人 二 Aroay 
十 三 zf Ace 


WA 
十 Treoay 


2 VD 
+ | dz 一 /Geoyyay 
若 先 对 工 后 对 积分 , 则 
站 
TI=| 2 二 Mend 


十 | reeoaa 


v : 
十 | 二 Ac 25c | 


2 
十 | vdx。 


3923, 证 明 迪 里 黑 里 公式 
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ee 本 


-- | rear 一 0)， 
证 ”公式 堪 冰 的 这 了 吹 积 分 ， 


个 
中 电 为 三 角形 域 CO4R( 图 8. 


5):0(0,0),4(a;0)， 吾 (a， 图 8.5 
让 , 对 于 该 积分 ,车 化 为 先 对 后 对 y 的 这 次 积分 , 即 为 
公式 的 右 端 .于 是 本 题 获 证 。 

在 下 列 积分 中 改变 积分 的 顺序 ， 


3924， | 好 | eay 
解 积分 域 的 围 线 为 1y 一 
fy 一 2 帮工 一 2 刘 国 8.6 
所 示 . 卜 变 积分 的 顺序 , 即 竺 
| az| eraoay 


= | re ycy 


二 | | resooau 
3 本 了 闭 8.6 
3925. | dz| ceady 
解 “积分 域 的 围 线 为 ,yy 一 2 一 了 及 ?一 1 三 开 , 其 交 
点 为 (2,0), (一 6,8)， 
如 图 8.? 所 未 .改变 积分 的 顺序 , 即 得 


二 cz| Ara 
名 岂 一 1 


5 


一 =- 上 oo Cooaz 十 je 


GT 


3926. | az| re ,3 33。 
解 积分 域 的 围 线 为 :y 一 
2 一 2 其 变 点 为 10407， 
《1,12》，, 如 图 8.8 所 示 . 改变 积 
分 的 顺序 , 即 得 


1 1 
jz CT3DGdy 


一 -To CT5Y)a7， 


3927. [| dz| crydy 
- 解 积分 于 的 围 线 为 圆 六 
十 巡 一 1 的 下 半 部 分 及 搜 物 
线 ? 一 1 一 2 宫 , 如 图 8.9 所 未 . 
改变 积分 的 顺序 , 即 得 


1 PT 一 区 
二 | _ CTACz ydy 


3 WA 人- 史 
一 上 d| 0 
十 | 人 有 ez +y]czt， 
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3928. | az CT7y Gy， 
解 积分 域 的 围 线 为 园 尖 
十 妇 一 2 或 他 1 和 十 虹 一 
1 及 直线 yy 一 2 一 工 :其 交点 为 
《2,.0), 1.1 如 图 8.10 中 阴 
影 部 分 所 示 . 改变 积分 的 顺 
序 , 即 得 


z 2 

| zz|- yy 
1 1 
= | sy| CT DELT， 
2 

3929， 上 | zz| VEACz 本 【aa 
> 0). 
解 “积分 域 由 围 线 (z 一 
4 十 虹 二 23 浆 0 
一 26axzfy 芝 的 民工 一 2 
组 成 . 如 图 8. 11 中 阴影 部 


分 所 示 . 改变 积分 的 顺序 ， 
即 得 


2 3 了 
jz Aeropay 图 8 


一 2 2a 
一 fo Frzyyyegr 十 | VE Ce3)dz 


十 | 2 (za 
后 ee 


图 8 10 
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3930， 上 wz Aroopdy 
解 积分 域 如 图 8.12 中 阴影 
部 分 所 示 , 改变 积分 顺序 . 即 得 
| ie Acesmar 


一 | aaadn 
”2 图 8 员 .12 


3931. | dz| ree .wa 
解 积分 咸 如 图 8.13 
中 阴影 部 分 所 示 . 由 于 y 
一 sinzr 的 反 盟 数 , 当 ?> 队 
0 赛 到 1] 时 为 工 王 
arcsiny 当 ?从 工 变 到 一 
硅 时 节 关 顽 一 atrcsinyy 当 
y 从 一 1 变 到 0 时 为 z 一 图 3 
2x 十 aresiny, 故 改变 积分 的 顺序 , 邯 得 
| 7 (yy 


1 一 arcEimy 
汪 | ed 
妇 引 mEdinyY 


一 cj ceoydz 
计算 下 列 积分 : 
3932， |Paaay , 设 吕 是 由 擅 物 线 国 s 4 


曙 一 22pr 和 裕 线 x 一 号 (P > 0) 所 界 的 区 域 . 
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3933， 


3934. 


3939， 


解 积分 域 如 图 8.14 所 未, 于 是 ， 


| 2 一 学 ] 1 2 
人 7 
了 - 


靖 2 
人 2 
一 可 3 工 【2 2 


| -er> 0) , 设 电 是 
由 攻心 在 点 (asay 半径 为 e 且 
与 坐标 轴 相 切 的 区 周 的 较 短 
弧 程 坐标 轴 所 国 成 的 区 域 , 
解 如 图 8.15 所 到 ,当天 从 
0 训 加 和 时 ,对 于 每 :固定 的 
zy 藉 0 变 到 aa- wzar- 心 .于 是 ， 
吕 CT | 二 工 [ 


图 8.15 


vv 二 ->x 


记 红 吉 一 __ 史 1 
= | 二 | Var [2 3 国 wa 
slaaay， 设 中 是 以 ea 央 半 径 , 怪 标 原点 为 圆心 的 


机 ， 


ty 


三 一 
da aa 
解 “‖:yldrdy= | sz lias 
ua = ， 三 4 
一 | (ae 一 好)| 工 dr 一 ?| (入 一 Tt 一 了 
了 一 4 自 


ce 十 妇 )claredy, 设 吾 是 以 y= 一 了 yy 一 了 十 ay 一 4 利 
旭 
= 3atamD0) 为 边 前 平行 四 边 形 . 
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解 ”如 图 8.16 所 未 , 当 y 有 从 
亦 到 3 时 ,对 于 每 … 朵 定 的 上 


yy 之 从 ya 变 到 y, 于 是 ， ao 
e+ yaray 2 
疗 
-< | 《2z2 十 交 )Gz | 
由 > 人 1 
人 Cr 2 可 
-| (5 十 2 3 Je 
168at 图 8. 16 
一 13 一 14d . 

3936. || razay, 设 日 是 由 横 畏 和 摆 线 


各 
也 一 全 (Sintyy 一 二 CC1-cost) 《0 委 上 S 28) 


的 第 -- 拱 所 界 的 区 域 . 
解 中 YX 一 | < zj 2 


3 末 
一 生 | 《1 一 cost 7d4CE 
3 Ja 


2 9 = | 8 
一 3 sn 2 二 一 5 SiD Me 


开 | sinsuaa 十 | sineuau 
3 人 到 


5 人 4 


一 tf sineuau 十 | cossuau | 
3 几 卫 


5 44 到 
= 2 | snowdo 
3 0 
2sa: .2.173"5 7， 
3 2 46 ,8 


* ) 参看 2282 题 的 结果 ， 


二 
总 -- 呈 rat， 


中 


* *# ) 参看 2281 题 的 结 毕 。 
在 二 重 积 分 
|resparas 


中 ,假定 < 一 reosp 和 ?= rsinp, 变 换 为 极 从 标 = 和 色 并 
配置 积分 的 限 , 没 ， 

3937.0- 区 天 十 守 委 人 
解 雅 哥 引 式 了 = >, 忆 下 各 题 林 再 写 出 ， 
旬 从 0 蛮 到 2z.7 从 0 变 到 a. 于 是 ， 
je ycy 一 | | yeeosporsinpyrar 


玉 


3938. 口 - 圆 寻 十 姑 过 art 之 0)， 
人 生 


解 同心 十 沁 一 好 即 | 一 全 | 十 郑 一 | 人) : 极 沁 


标 方 程 为 > 一 ecos 岂 当 史 从 5 变 到 了 时 ,对 二 每 -- 固 
定 的 mr 从 0 变 到 ecos 和 于 是 ， 


re PE .dg| ”orecospursinglrdr 
站 


3939. 有 一 环 和 时 委 扯 十 站 委 克 、 
解 9 从 0 变 到 2 从 1a| 变 到 181. 王 是 
eraras 一 站 人 | Aerospsinprar 
3940. 用 一 三 第 形 0 过 工科 110 委 7y 安 ]1 一 工 
解 ”由 于 直线 十 y= 1 的 极 党 标 方程 为 
1 


> 一 一 :一 一 一 -一 csc| 十 开 | 
Sin 人 十 cos 提 ”7 SC 本 
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因而 当 9 从 0 变 到 了 时 ,对 王 每 一 固定 的 Vsr 从 5 灾民 


1. 于是， 


上 


一 =csc| 多 十 

vv 1 
. 了 ，f 一 二 

[ezssazay 一 | 本 ， Crcasgps Ps)rezr， 

作 局 本 让 


3941.0-- 撞 物 线 节 -之 > 之 ai 二 ?所 c 
解 如 图 8.17 所 示 ， 

区 域 吕 可 分 为 二 部 分 ， 

《12 当 间 也 0 达 到 

工时 ,对 于 每 “ 男 定 


的 旬 r 从 0 变 到 Qslipg， 


COS? 
其 中 | 守 8 17 
-= 92 为 锰 物 线 》 = 三 的 极 健 标 方程 ; 


COS“ 反 


(2) 当 9 有 从 下 变 到 叶 时 ,对 玫 每 一 辕 定 的 gur 从 


变 到 -一 ， 


Si 
(3) 当 9 从 于 变 到 = 时 ,对 于 每 -国定 的 gr 从 0 变 


ai 人 
| 
到 sossg 


于 是 
本 和 

|ezspazay 一 | dz| ?CrCOspyrsingpyretr 
背 已 

虽 
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下 
十 | < CrrosPyrsin 们 rar 
训 则 


十 和 ”Aerosprsinprar 
3942. 在 挎 样 的 情况 下 , 当 蛮 换 为 极 坐 标 之 后 ,积分 的 限 是 常 
数 ? 
解 若 变换 为 级 坐标 , 职 分 
外 (zadrdy 一 [az (reospsrsinpyrdr， 


其 中 e.8.a. 均 为 常数 , 则 表明 积分 域 吕 为 < 委 了 扫 中 
4a 扫 9 扫 及 它 开 示 几 环 面 a 委 r 委 5 被 射线 9 一 9 一 
有 8 截 出 的 部 分 , 且 只 有 积分 域 是 这 种 情况 ,变换 为 极 些 
标 后 积分 的 限 才 是 常数 . 如 3937 题 及 3939 题 即 为 其 特 
例 . 
在 干 列 积分 中 ,假定 上 一 rcosp 和 ?= rsing, 变 换 为 极 坐 
标 * 和 9, 并 依 两 种 不 同 的 顺序 配置 积分 的 限 ， 

3943. | az| rez,pay 
解 “如 图 8.18 所 示 . 
车 先 对 ”> 积分 , 则 当 ? 
从 0 变 到 村 时 ,对 于 每 ， 
一 固定 的 Pr 从 0 变 到 
sec9; 当 多 从 本 变 到 了 
时 , 对 于 每 一 固定 的 
pr 甩 0 恋 到 esc 多 
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车 先 对 9 积分 , 则 当 - 从 0 变 到 1 时 ,p 从 0 变 到 了 
当 r 从 1 变 到 3 时 ,对 于 每 一 固定 的 ~,p 从 arccos 过 
变 到 aresin 二 .于 是 ， 
ez resay 
一 ap ”7 (rcosgpyrsin 拉 re 


十 上 zj (rcpspyrsin 的 7 
节 


、 到 。 ww raresin 工 
一 | rezr| rcosprsin 了 Cd2 十 | rr| 
0 各 工 arczoa 一 
CreosporsinCV 
1 ww 一 了 
3944. | dz| “ray 


解 。 如 图 3. 19 所 示 . 若 先 对 > 积分 , 则 当 9 从 0 变 到 了 


一 六 号 尼 工 | 恋 
时 ,对 于 每 一 定 的 grr 从 于 cse| ?十 节 | 变 到 1 
车 先 对 9 积分 , 则 当 > 从 - 记 变 到 1 时 ,对 于 每 一 固定 的 
1 本 到 亚 1 
r8 从 下 一 arccos - 记 变 到 了 十 arccos - -于 ' 其 中 
直线 十 y 一 1 的 极 坐标 方程 为 rsin| ?十 于 | = - 广 ， 
| 交 工 一 下 工 己 屡 避 号 1 四 
昌 eos| 革 一 中/ 全 或 9 二 oem 
于 是 ， 
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1 WII 一 在 
| zz|- Cryyey 


豆 1 
一 | af Crcosgpszsing 的 rd 
U 和 


-ce 可 


上 了 areros 一 工 
一 | ， rar|: ” Creosgsrsinp)dg 
了 


-- TCD 
天 


1 


、 
本 


图 8. 19 
3945. | szj 和 Fr wz 十 玉 )3。 
解 如 图 8.20 所 示 ， 
若 先 对 > 积分 , 则 当 乡 
从 工 变 到 号 时 ,对 于 
每 一 固定 的 wor 众 0 恋 

到 zs 
堵 先 对 多 积分 , 则 
当 r> 从 0 变 到 2 2 


时 ,9 从 工 变 到 3; 当 - 图 8 2 
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从 2 Y 3 变 到 4 时 ,对 于 每 一 固定 的 >,p 从 arccos 之 变 
本 .于 是 ， 


ez 六 CCvV 训 二 和 Jady =- 上 2 Cr)etzr 


上 
一 瑟 | rr(r) 十 | 二 | 二 一 arcecos 二 2 ] -7erpyar 


3946+ . oj zz yy) 
各 口 


解 ”如 图 8.21 所 示 . 车 先 
对 -= 积分 , 则 当 ? 从 0 变 到 


了 时 ,对 于 每 一 固定 的 gr 


Sin 和 ， 
丛 s 2 的 变 到 5 ， 其 中 
= 总 为 执 物 线 y 一 z 
的 极 坐 标 方程 . 
若 先 对 9 积分 ,出 当 > 图 8. 21 
有 礁 0 变 到 1 时 对 于 每 一 固定 的 >, 多 失 0 变色 aresin 
| 由 r 一 区 解 则 囊 , 当 -从 1 变 到 
w 2 时 ,对 于 每 一 固定 的 r,9g 从 arceos 工 变 到 arcsim 


re < 1 
az| Faryyledy 一 | 芝 Aereosrorsinmrur 一 
= D 由 看 息 0 四 

DSS 人 


warz -1 


六 re S 
| nr| 全 Creasgporsin 的 信人 
上 


昌 


Te Btm 


3947. Freeoparay, 其 中 吕 是 由 曲线 ( 关 十 yj 一 aczz - 


(zz 关 0) 所 界 的 域 . 

解 令 了 = 一 rcosgy 一 rsing, 则 曲线 (z2 十 只 有 1 一 G2(2 
-32)(z 次 0) 的 极 坐 标 方程 为 于 = ascos2g, 其 图 象 是 
双 纽 线 的 右 半 部 分 ,如 图 8. 22 所 示 ， 


车 先 对 > 积分 , 则 当 9 从 一 本 变 到 于 时 ,对 于 每 一 
国定 的 Prr 从 0 变 到 e wcos38 

著 先 对 9 积分 , 则 当 > 从 0 变 到 “时 ,对 于 每 一 国定 
的 :多 从 -一 半 arecos 亏 变 到 广 arccos 扇 . 于 是 ， je 
YA 


一 -| ru 人” = ./ 《recosfszsin 的 全 信 


下 ee 


一 『 4 “rcospvrsinmradr， 
假 乱 > 和 ?9 为 极 坐 标 , 在 下 列 积分 中 变更 积分 的 顺序 ， 
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图 8.22 
3948. 相 :| Po TD) 


解 。 积分 瑾 为 由 圆 r 一 aeosg 

或 一生 + 一生 | 所 

围 成 的 图 域 . 旋 内 
若 先 对 8 积分 , 则 当 从 5 区 

0 恋 到 a 时 ,对 于 每 一 固定 的 | 途 凡 0 


,人 队 一 arccos 于 恋 到 arccos 


工 (图 8. 23). 于 是， 
上 ee 
3 天 


一 | 7 《87 


一 TC2Oa 一 


3949， 上 2 “Ce rr 《ar 0D)， 
解 “积分 域 由 双 纽 线 王 = azsin29 的 右上 部 分 围 成 (图 
32 


8. 24)， 

蔡 匈 对 9 积分 , 则 当 = 从 ， 
0 变 到 时 ,对 于 每 图 定 的 | 
有 了 arcsin 去 变 到 | 


wa 


氏 ， - 

| 三 | 
全 一 人 CS 一 
史 多 本 于 FE 


| rpurjdr 
国 
3950. | ip| 7ce,r?d 
(< 人 < 扫 2r)， 
解 “积分 域 由 曲线 r = 红 阿 
基 米 德 螺 线 ) 与 射线 8?= < 围 
成 (图 8. 25). 
改变 积分 顺序 , 即 得 
sg Acerar 


一 | FFCpsryeg 
变换 成 极 坐 标 ,以 -- 重 积分 来 代 蔡 二 重 积分 ， 
3951， | pv 环 下 dzeay 


2 十 1 


解 中 六 v 二 十 开 )JZzay 一 上 reprar 


< 工 3 


一 2z| rdr 
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3952 | 7(v 天 十 训 drdy, 其 中 国 = (| 二 zl 


| 委 1 

解 。 瑾 如 如 图 8.26 所 示 。 
先 对 9 积分 , 则 当 > 从 0 变 
到 1 时 ,9 共 一 节 变 到 本 
当 r 从 1 变 到 v 了 时 ,对 于 
每 一 固定 的 >* 旬 从 arccos 
二 变 到 于 .于 是 ， 


了 


区 wz 十 昌 drdy 图 8.26 
疡 


1 于 ET 于 
一 ze dp 十 直 ro 9 


开 
生 


| ] 
一 x| rear 十 | | 一 4arccos 二 | r 太 rdr 
如 1 ! 


3953， 站 川 之 jardy 
玖 十 闪 呈 天 
解 由 川 兰 | daady 一 『 of resprw 


友 ， 训 过 了 


一 二 | Agpeoszpdg 
恋 换 成 极 坐标 ， 以 计算 下 列 二 重 积分 : 
3954. 下 ww 十 六 ddy 


十 ya 
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3 上 站 
解 员 v 宇 二 aray= | dp| rdr= 开 . 
二 “ ” 3 
3955. 直 sin wz 十 32dreidy。 
Ar 
解 下 人 ji VE 十 Wizdly 
Rs 
人 了 可 
=- | 圳 FSsinretr 
由 矶 
2 
一 sz| FS1nrctr 一 -各 。 


3956. 和 用 函数 组 
一 ， ovY 友 
把 元 形 Sa 和 工 乓 下 十 站 < 二 再 十 页 人, 而 汪 
站 } 
变换 为 域 8 . 求 域 8 的 商 积 与 5 的 面积 之 比 ， 
当 上 一 0 时 ,此 比值 的 极限 等 于 什么 ? 
解 正方形 的 前 点 4(a :0 ,(a 十 下 ,的 ,eta 十 下 , 百 十 
天 ;Dae5 十 上 对 应 于 Oun 平面 上 的 点 4 全， v 古 | ， 


/ 本 
吾 [人 人 VE 于 55|， 


(十 瑟 关 VE 二 和 GE 于 人 | 
Ci 本 十 广 ， 《z 十 不 ) (在 十 严 )| ， 


| 到 十 全， VE 硬 二 万 |. 正方 形 的 四 边 y 一 5z 一 a 


十 天 ,? 一 总 十 户 一 4 对 庶 于 Own 平面 上 的 四 条 曲线 ， 
部 
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守 
十 了 下 
3 4 

CDP':z = 也 十 旬 万 册 一 亚 
允 全 


由 这 四 条 曲线 围 成 的 域 即 为 3 (图 8. 27)， 
于 是 , 域 3 的 面积 


3 
4 ,一 2 Cr 


图 名 27 


VE 
3 一 | aa =| ct 
和 v 丁 


经 


7 十 用 VE 忆 
| 3 “一 | 到 人 


VC 了 了 


AT 本 
一 一 -一 
VARaTTE te 十 页 曙 


三 CVaC 十 再 王 一 YE 遍 ] 


ff 1 
十 亿 十 用 放生 ED 


[ L_ 1 
-二 
一 LV 二 HAT -vv 训 干 而 闻 ] 
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台 1 1 
=-- 了 Fw 二 FE/ 本]| :一 一 
SCV 人 二 而 v 斑 1) 
从 而 , 域 3 的 面积 与 汪 的 面积 之 比 
人 6 -vvy 古 二 7 vv ] 
[CCY 轨 十 和 一 YICYa 十 太一 Ya) 
5 5 wae 十 天) 
f 全 十 下 


VE VEVETT VCVE V 
_ 4 ， 十 证 十 遇 一 他 十 大寺 (各 十 且 w8 他 十 有 

5 Via 十 向 (w 十 二 We JI YA 十 w) 
上 述 比 式 是 天 的 通 数 ,并 且 在 天 = 0 点 连续 . 于 评 ， 


im 人 一 46， 5 妨 本 
6 办 5 4 wa5 VD 呈 1 2 


事实 上 ,应 用 次 比 塔 法 则 求 比 极限 更 简单 些 , 这 是 因为 
lm 息 十 全 -一 v 克 - lim 全 V 廿 干 下 7 一 三 太 


1 ! 
， Va 4 十 大 |， 1 3 1 _s 
RN [1 
于 是 ， 
了 
im 了 6 ,5 有 ,上 了 | 
RE 


注意 , 若 利用 二 重 积分 的 变量 代 换 , 则 计算 8 较为 简 
单 ,容易 算得 六 Re 一 一 二 | 之 | , 故 


7 
5' 一 ae 一 由 琵 号 
有 


credy 
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6 1 
= 全 | 一 V 呈 十 有 5 一 V 床 ) 
| 旋 万 1CVG 下 1 Y 克 


与 革 述 缆 果 一 - 致 , 但 是 ,从 原 习 题 集 题 目的 安排 来 看 ,似乎 
应 从 3966 是 以 后 才 开 始 用 - - 舱 的 蛮 基 和 伐 换 来 计算 一 重 积 
分 ， 
引 人 和 新 的 变量 sm 来 代 幸 ',y ,并 确定 下 列 一 重 积分 中 
的 积分 限 : 
3957. | az| Aeroyyayo 0<a 有 有, 若 站 


忆 一 衬 . 
了 


解 在 变换 xz 一 工 几 一 这 下 ,区 域 避 = 他所 工 室 久 ， 
er 委 y 扫 有 zi 砷 为 下 一 1 和 2 扫 Ba 和 2 二 月 ,变换 


芍 雅 哥 比 式 

DC 1 和 

一 万 Co 二 | 中 -> 
于 是 


站 HR 和 所 
| dz| TY 一 | ed CR ae ee。 


3958. | zepws ) 若 下 一 工 十 3 一 交加 
解 在 变换 xz = 工 十 ye 一 TYy 下 ,区 域 吕 一 10 扫 工 
下 
). 事实 上 ,十 忆 一 2 一 23， 这“ 全 人 
邑 -x 委 m 所 4-z, 恋 换 的 雅 哥 比 式 了 一 -二 序 , 从 而 了 | 
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3959. 


3960. 


| 如 | ezyyey 
=- 了 | 如 | 川 二 2 二 2 du 


人 reesyarav, 其 中 0 是 由 曲线 V 二 上 7 = VZ， 
TY 一 0 y 一 00a 盖 0) 所 界 的 区 域 , 若 


工 一 tcogim， 3 一 Msinte. 
解 只 的 界线 > 十 3 = 一 Ya 的 参数 方程 为 

工 一 CCDSszyy 一 asintv 民 < 扫 王 | 。 
对 于 恋 搞 工 一 acostp:y 一 xsinto ,有 || 一 4laecosro 。 
siniz|, 昌 区域 品 蛮 为 委 = 人 0 过 芋 委 80 扫 总 过 万 上 
于 是 ， 
|reraray 
看 


ca| 半 


一 =- 二 cu ceosizsinsrr gacosizy yasintc )m 


开 


一 =- 外 eOsamsin :co| 玉 FCaCOs4TD SI Je 
证 明 : 窑 数 代 换 

评 十 了 一 二 了 一 
把 三 角形 0 委 z 所 10 所 ?和 妥 1 一 工 变 为 单位 正方 形 0 
所 和 之 10 委 ?过 工 
证 “由 6 乏 y 赤 1 一 及 0 二 工 坪 1 得 0 委 z 十 所 
1, 即 

0 扫 上 去 1. 
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3961- 


3962. 


3963. 
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一 衬 世 - 沁 = 1 ,日 9 字 < 
忌 旷 于 1 , 且 ? 了 之 0 可 站 妆 了 < 1 


友之 ,从 0 过 有 过 1.0 雪 ?9 和 1 得 0 雪上 十 yy 六] 
二 部 人 一 一 四, 贞 站 委 字 袜 1 二 莘 一 
国 此 ,二 角形 咸 10 委 了 S10 扫 yy 迫 1 一 7} 变 为 止 记 形 
威 10 过半 过 1 和 0 扫 了 了 扫 1)， 

在 什么 拌 的 变数 代 换 下 ,由 电线 zy =- 1，ry 一 2,7-y 1 
1=0z-y1 一 Orn0yn0 所 办 的 曲线 四 过 形变 搞 
成 卸 形 , 世 边 平行 于 坐标 轴 ? 
解 诛 四 茶 曲 线 为 Yy 一 1:77 一 2,z-y 一 -13-3 一 
Tczm2 0 > 的 , 故 显 然 永 作 变 摘 zy 一 世 -3 了 一 mr 这 
时 # 从 工 变 到 2 从 一 1 变 到 1, 页 原 积分 域 变 为 域 
1 宝 : 直 2 一] 所 YY 过 1， 
进行 适当 的 变数 代 换 ,化 一 重 积 分 为 一 重 的 : 

Cr 十 yad2zdy. 


Iz11 ls1 


解 作 变换 十 y 一 wz- 一 5 或 一“2 7 一 


1. 于 是 ， 
CC 十 ydaety 


17| 十 1y 二 1 


却 | ao| ve JEzz 


| Faeyaze. 
-上 


由 ar 十 8 十 crdy (2 十 天 天 六)， 


1 


ra tt 二 2 -上 
解 作 安 换 1 = as 则 有 、 一 


av 
如 人 
玫 咸 好 二 杰 之 ] 变 为 好 二 三 扫 二 下 有 和 | 一 工 于 
和 是， 

由 Fe 十 起 9 十 cdzey 


| 


CA 十 本 二 edacm 


站 


=- 上 亲 2 v 下 干 s 二 eds 


1 ww 本 
一 | we 十 可 攻 十 cde| ac 


一 ?| w] 一 三 Fw 十 本 十 cea 


3964， 上 rrsypdray, 其 中 口 为 由 曲线 zy 一 luzry 一 2,3= 


73 二 4ror2r 0 0) 所 失 的 域 ， 
解 作 变 换 zy = zx 过 = , 则 域 吕 变 为 域 


凡 一 寻 秋 下 有 2 过 吕 扫 ), 且 171 = 却 , 王 旦 ， 


je yetaezy 一 | sr 一 ln2 。 | reouu 


3965. je 十 erdy, 其 中 用 是 由 曲线 妇 十 交 一 之 十 所 


包围 的 域 
41 


解 ” 域 2 即 图 | 了 一 于 二 [二 | 二 | 让 本 


换 :z 一 十 reosgy ay 一 工 十 rsing, 则 域 马 恋 为 域 


站 一 10 近 9 雪 2z:0 乓 r 乓 寺 ) 且 | 下 一 于 是 
we 


2T 一 上 

ce 十 ycy 一 | < 十 rsing 
肌 中 

全 | 


十 cos 卫 dr 一 可 
计算 下 列 二 重 积分 
3966. 由 Clzl 十 |yDazdy 


弛 | 十 |3|1 


解 中 (zi 十 ylDezrey 


1 汪 | 十 | 汪 二 上 
_- 人 十 dy 一 邯 . 
3967. | ‖ -三 - 光 dady, 其 积分 赴 脐 是 由 精 国 到 十 区 


二 ， 所 界 的 二 
解 ” 作 变换 1z = ereosfpsy 一 brsing, 则 域 们 变 为 域 公 
= 0 过 7 二 10 所 9 所 2x, 且 171 = or 于 是 ， 


本 各 了 机 Pr1 
区 一 艺 一 定 9 =| ad9| a5 ww 1 一 Tergr 
光 如 五 如 如 


1 
一 2rcj ww 一 rdr 一 2 
全 


3968. 《rz 十 DGAetw， 
本 


4 


解 。” 作 变换 :7 = reosgsy = rsinae, 并 利用 对 称 性 , 则 


有 
中 (十 TedtE3 一 引 5 5 相 
1 
- 人 了 scegettgg _ 2 上 二 和 we 
， 0 sn na 十 tg+ 1 二 六 
一 arctg 一 一 一 -. 
v 2 VY 2 


， 条 用 1712 题 的 结果 
3969. | (= + ?drdy, 其 积分 域 避 尾 由 曲线 交 一 2zvr 十? 


一 4 十 yy 一 12 所 界 的 域 ， 


解 ”出 解 方程 组 
| 袜 十 3 一 人 人 
1 = 2 及 一 2 


求 得 两 条 直线 与 抛物 线 的 交点 为 4(42,2), 如 (8,4)， 
Cr13, 一 6). 08， 一 4 图 8.28). 于 昆 ， 


图 8.28 

一 4 12 一 光 
je 十 ?Jazdy 一 | dz。 (二 十 DG 
让 | 本 二 
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z 1 12 
十 | cs| 《了 T 十 旦 ) 丰 工 十 | “Cr 十 号 7 全 交 
业 本 了 “ 


13 ， 3 11 
计 十 384 十 79 15 一 54315， 


3970. | zyaray ,其 中 刁 是 由 曲线 xy= lz 十 ?一 到 所 办 的 


二 ?9 


域 . 
解禁 线 zy = 1 与 直线 十 y 一 号 的 交点 为 | 亏 , 引 ， 
[二 
2 生 - 
zeroy= zez|， dy 
前 到 加 
1 25 1 
一 二 -5 十 一 4 
37 
= 1 128 1n2， 
3971，‖ ieoser + 14aay 
2 
解 lees(z 十 dzda 一 | zz eesc 十 
3 
3 | 


一 和 |eogkz 十 多) | 人 3 


十 
人 


站 
后 sa 呈 上 | 汪 


dz| leostz 十 3 | 如 
下 


1 


| ses fy 十 ay， coast 工 十 yydy]zz 
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十 上 |- 四 cosex 十 yY7dy 


豆 
十 ] 005fX 十 ydqy ldx 
全 “ 


3 | .。 工 。 
一 人 | 到 五 二 一 吕 其 蕊 
D ， 2 


| 上 《3 下 519Xy 十 【si 十 区》 
站 2 


-SCX 十 一 Sr 怀 ] 品 XX 


一 死 拓 jd 


一 上 aa 十 | 2dx 一 2 
? “ 


3972， 上 二 


一 X: 一 人 | xdy。 


解 积分 域 如 图 8.29 所 


示 ， 周 0 Da93 和 吕 , 所 
给 成 , 其 中 略为 由 两 


X 十 Yy 
一 一 二 一 嫩 一 和 二 吕 , 即 
VY 几 8.29 
[一 
前 | | 天 一 一 一 
2 v 亏 
1 ) 1 
yy 一 人 
二 | 2 v 二 | 一 


围 成 的 区 越 ,该 圆 的 要 坐标 方程 为 
六 一 Sn 十 天 
而 圆 产 十 将 一 工 的 极 坐 标 方程 为 > 一 1， 于 是 ,各 区 域 为 
生 5 


吕 ， -下 9 包 区 0 扩 r 镁 smtp 工 ) 
开 加 
1 下 sin( 士 了) 裤 ， 福 1 
3 区 四 - 
:本 和 9 过 二 0 裤 7 执 理 
0 一 下 迄 9 袜 并 sin(g 十 于 ) 乓 六 1 
当 点 在 入 中 时 ,出 于 | = 一 | 二 [> 一 | 
有 1 2 2 
一 1 
雪 个 即 二 二 一 (十 中) 之 0， 故 
沁 洁 年 人 工 十 风 
史 一 2 一 
二 -中 竹 ， 
. 区 。 
rsin| 色 十 互 | 一 mm 当 点 在 号 .0、 和 思 中 汉 ， 
三 十 2 | 二 1 
匀 -区 扩 | 一 娃 十 六 一 天 一 7sinfo 
ww 2 | V 


十 革 .于 是 ,注意 到 利用 对 称 性 便 得 


立 十 4 2 3 
二 一 
『 | 球 0 


多 
上 十 冯 


寺 1 
三 xmf 于 ， 。 并 
一 ? 引 dg| [Cr Si 多 十 玫 ? 一 六 xdr 
了 卫 


和 5 

二 2 本 他 一 nial9 二 人 |j 
于 

CD 


| 


工作 ，,f  ， 丈 『 工人 
和 sin 9 十 | ap 十 四 3 


Sinft 旬 十 本 士 sin 钊 十 于 | ]dy 
1 死 
+ 全 一 可 训 | 9 了 | ar 
一 二 六 sindaecdta 十 于 一 妆 十 王 | sin aa 
多 区 
二 [全 十 卫 
关 了 
天 [二 开 ， 互 1 遇 交 
= 剖 十 | 2 十 [ 卫 十 于 | 16 
* ) 利用 2281 题 的 结果 
3973” . wy 一 王 |dzrety. 
xs 
解 站 wy 二 闻 |drdy 一 站 va 一 yded3y 
于 安 - zs1 
Cs 全 2 0 下 
十 站 wy .一 Yadgrezy 
| z4s1 
了 8 
=- 上 dz| ww 一 93 下 | zz| ww 一 开本 3 
1 中 一 ] 于 
一 生 | ya 下 ra 一 22 得 
一 外 4 十 4 4 
116 全 
一 十 | cos46gad0 
15 上 1 5 所 
[ 弘 十 二 3 十 2“ 
* 》 和 看 1750 题 的 结果 。 
计算 不 连续 无 数 的 积分 ， 


和 7 


3974. 


4 和 


| Sn 一 充填 人 Ge 


四 
当 开 一 
8 中 ， 


SEE 一 20 一 1 
当 曙 一 玫 之 2 时 ， 
Senfi 一 开 十 2 
一 一 1 
当 岁 一心 一 2 时 ， 
SET 一 3 二 人) 
一 日 - 

现 煌 域 二 十 如 < 分 

成 如 ,人 Di. 和 站 图 8 3 

五 部 分 , 共 界 线 分 别 为 

证 归 一 4 到 一 了 于 一 2 十 1 图 8.30). 当 点 在 

吕 和 和 显 中 时 ,好 一 短信 2 故 sgafz 一 3 十 2) 一 

一 1; 当 点 在 中 .2 和 4 中 时 , 关 一 卫 扫 2 故 sgnGz 

一 虹 十 2 一 1. 于 是 ， 

sEnKY2 一 天 十 2 


2 
2 二 


一 Tea 一 orar 十 由 十 ee 
方 记 六 


十 j 3 


1 YA 1 Ta 
站 > 十 引 ja 》 


日 


十 和 

= 引 《3FazdrT+ 直 | Adz 
-aa 

1n1 十 Y3 


_ 红 


中 


3975. 让 [zz 十 day 


Ts 号 和 
0sca<3 


解 ” 当 0 委 z 十 ?<1 时 ， 


上 名 


有 


[十 g 一 0 ES 彤 
(上 j# 问 工 十 飞 一 
当 1<z 十 y<2 时 ， 0 ” 
[一 人- 
[ 字 一 妇 一 1 
当 2<z 十 y<3 时 ， 
Lz 十 条 一 2 
当 3 魏 开 十 y<4 时 ， 图 8.31 
[过 十 3 一 3i 


当 衬 十 yy 一 和 时 ,[z 十 一 本 
如 图 8. 31 所 示 , 域 0 委 节 所 20 所 y 扫 2 可 分 为 下 列 
四 部 分 : 

人 十 3 和 1 人 0y20 

人 1 十 ?了 <S27 一 0y 一 0 

1 人 :2 二 工 十 7 拉 3 一 2 一 2; 

人 十 3 了 37 扫 23 苹 2 
当 点 属于 全 的 内 部 村 ,rz 十 切 = 09 当 点 属于 怠 的 内 
部 时 ,rz 十 妇 一 1; 当 点 属于 号 的 内 部 时 ,rz 十 妇 一 
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23 当 点 属于 防 的 内 部 时 ,[z 十 ?一 3. 于 是 ， 
[十 3edrdyv 一 drady 十 2 ardy 十 3 aaas 
ee 


Ts 二 人 
OAS 2 


-zcoj e+jedj e+ 
十 | :zz| wo] 十 | zz| cy 
> “于 3 一 
一 z(j cz 一 1D)dz 十 | ee 一 zaz] 
十 4 人 es 一 2)dzr 十 区 
十 6| :czz 一 3)dz 一 6 
如 
3976，‖ v 酝 三 dzdy 
2 


解 奶 图 8. 32 所 示 ， 
当 汪 sy<t2 十 1 


时 ， 
[3 一 2 一 0 
当 工 十 天 委 < 扫 说 
十 2 时 ， 
[y 一 2 一 1; 8. 32 
妆 2 十 于 委 3 了 < 乓 2 
十 3 了 时， 
[9 一 2 一 2; 
当 3 二 xx<s yc 民 4 时 ， 
[y 一 2 一 3， 
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抛物 线 y 了 = 好 十 3 一 和 天 十 23 一 嫩 十 1 及 yy 一生 
与 直线 y=4 在 第 一 象限 内 的 交点 为 4(1,4)， 
BCw2d4CCw3，,4) 及 站 (2,4) ,与 @Oy 轴 对 称 的 位 
置 还 有 四 个 交点 ,于 是 ， 


wy 一 3] 他 TZy 
| 
-2[ 人 ”2 1 | az .y] 
|. 玫 41 ?本 3 了? 


证 和 


1 工 ww 和 
十 Y2 (xz 1 十 上 dz| :az] 


一 2[ 3 二 | 3 一 dz]+ 2 2 
: [1 十 | ”cz za)dz] 十 2 v 了 |.a 一 2)dz 


= 与 (十 4 3 一 3w32). 
3977. 设 闫 及 ”为 正 整 数 是 其 中 至 少 有 一 个 是 奇数 ,证 明 
TongTEY 一 0. 


了 31 过 


证 “和 作 变 换 :z 一 rcospsy 一 rsinp, 则 得 


Ted 人 一 ricosinnPdrdy 


时 .一 也 0 雪 E 7 
更 寻 了 近 = (ra 


仙 琴 十 如 下 2m . 
二 元 十 克 十 2 ， COS in 


听 十 -下 于 加 1 


帮 3 加 
一 十 引 :ees 秃 ip7"9g 
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好 严 十 十 


一 元 十 克 下 3 ij ， cos”finrgeze 十 卉 
*， Sinrgd 的 ， C) 
兰 在 上 却 右 潮 的 第 一 个 积分 中 令 8 一 堪 十 zs 即 得 


。 sinefctt， 《2) 
当班 及 关中 有 且 仅 有 一 个 为 奇数 时 一切 ” 【5 一] 
一 一 1 因而 (1)7 式 为 零 , 当 关 和 ? 均 为 奇数 时 ,( 一 1 。 
《一 1) 一 1, 因而 41) 式 等 于 


呈 十 二 二 虹 吉 
2 COs 全 1n079 公 
一 到 


CQGS "入 


RE 


COS9Einngi 一 【一 1)” 【一 D CGS? 


tt 党 


了 5 十 于 一 
但 此 被 积 函数 在 对 称 区 间 [ 一 于 ,于 ] 上 为 奇 函数 , 故 积 
分 仍然 为 零 
总 之 ,当天 和 ?中 至 少 有 一个 为 奇数 时 ， 
nandaey 一 站 
十 旭 生 时 
3978. 求 ; 


lim 地 5 | (zyyGdEdY， 
人 3 这 辽 

其 中 7(zy) 为 连续 函数 ， 

解 ”利用 积分 中 值 定理 , 即 得 


中 Fryonadardy 
机 十 了 中 到 
一 六 及 员 daay 一 roz 。 FE, 们 ， 
2 
5 


其 中 点 避 , 仓 为 贺 域 天 十 委 严 内 的 一 点 显然 , 当 p 一 
0 时 ,点 人,?) ~>O(0,0). 于 是 ,根据 函数 .7Cz,y) 的 连续 
性 知 ， 


tin 元 FryyJEcEy 
0 
“ 十 了 ? 运 阳 


一 imy ts 下) 一 0 57， 
3979. 设 
王 人 一 由 e 呈 dxzcdy， 


3 天 = 雪上 
TS 


求 亚 GD， 
解 令 了 一 要 ,3 一 弄 , 则 
PdG) 一 edxzcdy 一 中 actactu。 (1) 


De De 
0 写 ?ps 自 衬 Pr 


于 是 ,似乎 应 该 有 
下 人 丰 ) 一 】 2ze 总 Getttr 


Ps | 
由 且 w1 


= 二 由 resduido = 人 7) > 0) 


站 Sr 妇 上 
由 


但 这 是 错误 的 . 实际 上 本 题 有 向 题 ,因为 (1;? 式 中 的 二 
重 积分 都 是 广 浆 二 重 积分 , 当 z >0 时 ,在 了 0 一 0 
上 ( 即 z 人 0 一 年) 被 积 画 数 成 为 无 穷 ,而 且 这 个 广 
义 二 重 积 分 是 发 散 的 . 这 是 因为 ,根据 被 积 函 数 的 非 负 
性 ,有 (和 参看 $ 9) 


中 edado 一 | aesa 
和 马 


Tas 
So 上 
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= | 时 -Dau (2) 
对 此 积分 ,op = 0 是 瑕 点 ,由 于 被 积 随 数 zzke 吉 一 1) 在 0 
去 zs 二] 上 非 负 , 且 ( 令 坟 一 站 


- 工 -. 妨 一 1] 
jim zervzkes 一 ])] 一 lim 5 一 十 oo 
车 二 二 om 了 


故 正 积分 | we 一 1)dts 发 散 , 且 
上 一 Da 一 十 em 
由 此 ,再 根据 51) 式 与 (2) 武 ,得 


天 人) 反 十 cof 当 上 上 盖 0 时 )， 
因此 , 捉 出 求 到 (9 的 问题 是 无 意义 的 . 


注意 若 本 题 换 为 ; 设 
下 (一 由 e 号 dxzdy， 


求 玉 的 .这 时 得 ( 作 代 换 工 一 地 ,yy 一 思 ) 
正佳 ) 一 可 e-Sczactp， 


加 切 # 安 ] 
六 科 me1 


从 而 右 端 积分 是 收 租 的 ,( 宝 际 上 可 视 为 常 多 积分 ) 于 
是 ， 


严 CD 一 下 由 cudo 一 人 CD 人 > 0)， 


运 - 羡 
39807. 设 
下 仁 ) 一 由 Wi 十 dy 
《一 下 十 1 一 日 3 
求 要 (， 
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解 ” 作 变 量 代 换 了 一 #z 十 世 7 一 mm 十 ti 固定 ), 则 
下 (一 中 we 十 古寺 有 cd， 12 


2 Fate 
今 在 积分 导 下 求 导 数 ”… ,得 
王 人) 一 “二 二 十 一 dt 
二 
一 工 十 y 
一 由 7 二 了 4 


他 -0 二 3 一 区 21 
《一 2 十 ce) 
<* ) 积分 号 下 求 导 数 的 合理 性 ,证 明 如 下 : 今 
.Cap 一 wa 十 下 2 十 (Co 十 昌 1 
则 
开赴 二 十 立 直 让 
we 十 上 十 (二 六 
《Kay 天 (的 )， 


当 人 aszy = (一切 一 站 村 , 易 知 .PCayoyi)y 不 存在 ,但 
右 导 数 存 枉 且 等 于 2 , 左 导数 也 存在 日 等 于 
一 Y2 .由 于 对 任何 数 ea,5, 有 喷 十 芋 蓉 256) 页 2a 


| _ 本 
十 配 ) 六 (Ca 十 沪 " 从 而 -2 二 和 < w 2 .于 是 ， 


| 疡 Ge 且 VEC 天 (0 02) 
如 果 | 吕 全 -二 ,这 时 Fe,FCavonDC 固定 ) 
本 


都 是 域 姑 十 咕 委 1 上 的 连续 函数 ,当然 可 在 积分 号 下 
求 导 数 ,得 
Ci 一 中 rospadaam。 (3) 


计 才 me 区 


站 一 


88 


5 


但 邵 果 全 去 - 启 : 则 G) 式 右 端 积分 的 被 积 函 数 


Cr 在 积分 域 BE 十 8 < 1 中 的 点 [人 王 【 一 
i, 一 旨 不 连续 . 因此 ,不 能 立即 断定 (3) 式 的 正确 性 . 
下 曾 不 论 : 为 何 值 ( 一 co 之 : 扫 十 oo) 直接 证 明 (3) 式 
成 立 , 令 

吕 人 >》 一 中 Cycleigrr 【一 20 拉 < 二 cco)， 


上 ss1 


〈 生 ) 
由 29 式 知 天 (ayp: 世 是 有 界 的 , 且 在 威 姑 十 空 所 1 上 
至 多 有 一 个 不 连续 点 对 固定 ) , 故 (4) 式 右 端的 积分 存 
在 . 实际 上 ,利用 52) 式 以 及 疡 (aya 及 当 人 em) 次 【一 


+ 一切 时 的 连续 竹 , 用 (必要 时 , 即 | < 斑 时 ) 控 
撞 以 点 (一 所 一 全 为 中 心 的 小 团 域 的 方法 ,不 难 证 明 
gt 是 一 co<z< 十 ce 上 的 连续 画 数 (详细 证 明 留 给 
读者 ) 令 

Go) 一 | scoas( 一 co < < 十 co)， 


则 
人 一 人 一 50 十 co) (57 
但 
人 他] 一 < 由 CS 
， ar 二 1 
一 串 下 
“本 


一 中 duio| Picasas 《6) 
只 十 us1 
注意 ,(6) 式 中 的 运算 是 合理 的 ,因为 三 维 城 既 十 m 
和 10 和 3<8 固 定 ) 中 ,三 元 函数 疡 ,asss) 有 界 
且 只 在 直线 x 一 3 一 一 :的 一 段 上 不 连续 ,从 而 46) 式 
中 的 三 重 积分 及 两 个 累 次 积分 都 存在 , 故 它 们 相等 . 
下 证 便 有 

| Pieeoaspds = Flue 一 zaeypv0)， 《7) 


事实 上 , 若 (ze 四 天 (一 间 ， 一 二) 二 后 [07) 则 产 ，Ce， 
zt 是 0 委 : 委 上 上 的 连续 函数 (er 固定), 从 而 (7) 式 
成 立 ; 若 (aoy 一 《一 一 人 是 属于 避 , 的 的 某 
数 ), 则 由 ax,pys) 对 任何 wp,s 的 连续 性 ,有 


| Pico 一 lim | eesara)as 
力 如 十 四 个 


十 lim 六 5 
时 一 号 有 十 所 
一 lirmnE am 和 一 E) 一 -Feimy0) 
上 一 十 下 
十 linCFga 一 -十 导 四 
Er 下 
一 大 (人 了》 一 (DID) 十 .一 太 C 和 my) 
一 (pt Eye02， 
故 57) 式 恒 成 立 , 代入 (67 式 , 得 
GO = | Creep -Jaeooduan 


十 ws 
一 下 (一 下 (0 一 oo 二 < 习 十 oo 
宙 此 ,再 注意 到 45) 式 , 即 知 王 《5 存在 ,及 
于 一 C 人 一 呈 人 在) 
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| Psepauar (一 co < < 十 =)， 


二 十 到 过 1 


邑 537 式 成 工 . 
3981, 设 
下 他 ) 一 由 rizeytt > 0)， 
十 阅 < 
求 五 ' 对 )， 


解 令 工 一 rcesgpyy 一 zsin9 则 

五 人) 一 j 公 Crcosgvrsingray， 
故 得 

百 " 好) 一 | ccospuesinpzag 


注意 ,此 题 中 度假 定 .Azy) 是 连续 范 数 ， 
3982. 设 rz yy 是 连续 的 ， 求证 函数 
axyy) 一 支 | 网关 ce， Di 
满足 方程 式 ， 
3 一 下 = YY) 
证 ”利用 含 参 变量 的 常 必 积分 求 导 数 的 公式 ,得 
一 到 | ceiz+y 一 外 一 (一 DAGEE 一 xz 十 人 1 
+ 去” Acrg2a 
- 到 | crce,z 二 yy 一 旨 二 FEE 一 工 十 1de， 
用- 妆 一 去 | CP (Ex 十 yy 一 自 一 关上 十 力 ] 丰 
十 于 Cr 十 > 一 如 十 .Frzr 一 二 十 3 
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一 二 | Cpcez+y 一 名 一 六 全 一 了 十 切 ]d8 
十 (Cry)， 
同 理 , 有 
人 


工 攻 
罗 一 去 | crce,z+y 一 一 了 (一 工 十 ytE， 


党 一 二 | cr scesz 十 3 一 眉 一 所 全 一 工 
十 97DdGE. 


ze zu 一 jz) 放 ， 


证 毕 ， 
注意 ,显然 本 题 还 应 假定 六 Cz,y) 存在 旦 连续 ， 
3983. 设 画 数 7Fz,y) 的 等 位 线 是 简单 封闭 曲线 ,5(oaypa) 是 
由 曲线 fgz ,和 一 上 及 Fr 一 辐 所 围 成 的 域 . 证明 


Ford 一 | (Die ， 
9 7 


其 中 Fo) 为 由 曲线 
Fry) 一 茹 与 六 >， 
3 一 训 所 包围 的 面 
积 ， 
证 作 Caiypz 的 任 
一 分 划 了 ， 

Ti 一 人 
一 


Ts， 


图 8.33 
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念 GT) 一 Iax Ju 这 里 1 一 人 
…). 于 是 ， 由 积分 中 和 值 定理 (这 里 假定 了 六 zy) 在 
(oilyms) 上 连续 ) 知 


Cr)edredy 
Sel roo)》 
一 >) 和 radzdy 一 > Fr LS 
1 Se 1 本 


其 中 .443, 玫 小 环形 域 SCo (如 图 5. 33 阴影 部 分 
所 示 》 的 面积 ,(z yy ES em 
令 丰 一 23 则 -和风 委 区 址 又 显然 (利用 微 
分 中 值 定理 ) 有 
3 一 下 (of 一 机 (让 一 页 wo 一 四) 

一 再 人 DA 全 2 
其 中 三 所 六 委 祥 这 里 我 们 很 定 了 书 ' Co 在 [era 


上 上 存在 且 可 积 , 于 是 它 有 界 , 即 
| 站 菇 和 = 一带 狼人 和 芝 扫 芭 ) 《1》 
我 们 有 


7Czrsyedridy 一 0 ' (om Lu 一 厂 十 了， 
St res 二 1 


(2) 
其 中 

五 一 之 RD LAw 一 DrCo 一 区 本 人) Lo 
珀 于 百人 Co) 在 [wei wm2] 上 可 积 ,页 中 也 在 [ai yTa]] 上 
可 积 . 因此 ， 


.一 Jim 2o (ws) La， 
二 站 《ze (3) 
另 一 方面 ,由 (1) 式 知 
1 < Ma 了 人 ec 


故 
lim 7 一 0 《4) 


本 下 


现在 (2) 式 两 端 令 4(T) 一 0 到 极限 (注意 ,(2) 式 左 端 
是 常数 》, 并 注意 到 (3) 式 与 (47 式 , 即 得 


由 Cry 一 | 《oem， 
中 上 
证 毕 . 
(an ma) 上 连续 :而 下 (2) 在 [am 5] 上 夏 在 并 且 可 积 . 


i 2. 面积 的 计算 法 


Cry 平面 上 成 5 的 面积 中 公式 
汶 一 ze 


所 给 出， 
求 下 列 曲 线 所 界 的 面积 : 
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3984. zy? 一 @2, 工 十 3 
一 尘 人 a > 0). 
解 两 曲线 的 交点 
为 4(,2a) 和 


再 (24， 全 )( 图 8. 
34)?， 故 所 求 面 积 为 
S=|- 刀 dy 一 


间 a 一 222lny2. 
3985. 因 一 257 十 加 一 一 29z 十 季 ( 放 人 0 0D)， 
解 两 曲线 的 变 点 为 


4(2 二 二， wE5) 和 


B(4 一 上 ， 一 vY 三 )( 图 


8. 35) , 故 所 求 面积 为 


2 光 


矶 | 
办 一 引 好 2 z 巡 开 
站 


= 达 ( 十 9) v 枉 . 
3986. kz 一 ?六 十 < 一 婚 
(a 人 > 0) 
和 解 如 图 8,36 所 示 . 
所 求 面 积 的 城 为 : 


一 和 荆 过 G 
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了 YY 和 一 工 生 了 委 壮 
十 v 呈 一 好 .于 是 ， 
所 求 的 面积 为 


[3 工 十 一 2 
5 4 6 
一 直 一 
0 


。 
豆 

一 引 人 2CoOS2zcit 
户 


一 4 图 8.36 
变换 为 极 坐标 ,以 计算 由 下 列 曲线 所 界 的 面积 : 
3987， (2 十 入 有 一 2202 一 定神 区 4 
解 曲线 的 极 坐 标 方 
程 为 
z 一 2a32eces2p 及 了 六 
笑 们 的 交点 (在 第 一 象 
限 内 》 为 Ce, 5), 如 图 
8. 37 所 示 . 利用 对 称 
性 ,得 所 求 面积 为 


过 W 242coa2 和 
上 一 4 af rr 
0 日 


一 2 (2areos2y 一 2) 他 
息 


3wY3 一 rr ， 
一 4: 
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3988，( 科 十 基于 一 天 十 史 之 03 站 
解 将 方程 化 为 极 坐 标 方程 ,得 
(riecosiB) 十 六 Sin 一 后 ， 


即 
2 1 区. 
”cos 订 十 0 六 ! 六 2 六 
曲线 所 界 的 面积 为 
加 工人 信 。 1 全 28 
S 一 jw- 二 ae - 二 0 


由 于 


cos 珀 十 sin36 3 
允 


1 1 2 sine 十 cos 他 
aing 十 cos ”1 一 sinosbj 


提 cd 二 d8 
1 Sinp 十 cos 如 VA 了 J sin| 4 十 到) 


上 


一 w2lntl 十 ww)， 


人 4 


3989. 


| 了 ， 1 ”> 
位 sing 十 cosg jp d| sinl 一 二 cosg] 
| 1 一 SG854 自 了 ， 主 2 于 
?| sing 一 cosg| 十 也 


一 Zarc 帮 (sin 一 cost ”一 天 
心 


于 是 ,所 求 的 面积 为 
_ 到 c8 1 全 sing 十 cosa 
> 一 引 | 555 干 5055 十 让 1 一 sosgd 


nd 十 V 了 3) 十 站， 


* ) 利用 2053 题 的 结果 ,其 中 
= 二 汶 一 > ,一 2, 且 一 0 
( 妇 十 只 一 ez 一 3z3(a 0)， 
解 显然 曲线 关于 Cz 轴 对 称 , 故 只 要 求 出 7 深 0 的 部 
分 .化 为 极 坐 标 ,方程 为 
* 一 aceosgd4cos 引 一 3)。 
由 于 必须 绊 一 3zy0, 故 cosb(d4cos289 一 3) 关 0. 因 北 ， 


cosg 关 0 日 os 六 殷 或 cosg< 扫 0 且 cosg 当 一 汪 ， 
抽 开 
故 一 站 所 0 包 下 本 所 9 委 了 一 首 , 一 < 十 百科 9 所 
_ 开 
2 


于 是 ,在 Or 轴 的 上 方 部 分 (? 闪 0) 为 

旭 邢 巡 

0 委 0 委 于 和 六 裤 9 和 YY 一 下 
由 此 可 知 


3-- wwe = 2 四 十 起 ad| 
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一 | aeeosrbacos28 一 33220 
5 
十 | ecos 妆 (4cos 允 一 3)2cd0. 
和 
在 上 式 右 端 第 二 个 积分 中 作 代 换 日 = 工 一 旬 则 
坚 
| :aeoszeCteos9 一 33228 
了 
一 |eeosedheos'e 一 37200， 
再 
胡 
号 一 | eeosecteos% 一 332c8 
自 


一 o2|5 Cl16coseB 一 24cost 十 9cos?0)G8 
9 


四 

一 ea 16 人 
1 邢 

上 9 二 

一 开 - 

= 王 . 


3990.( 王 十 办 和 一 Sa 一 aa 十 (7 一 a2CiKa 人 > 人 00)， 
解 将 方程 化 为 极 坐 标 方程 ,得 ( 双 纽 线 ) 


闪 一 Bazrseosinp， 


测 | 

rr 一 2 wsin22i 
与 辕 局 

(reos8 一 2) 十 【rsing 一 az 一 他， 
即 


6 


r 一 QfKcosl 十 sing) 士 C Ysin25. 
显然 ,两 条 曲线 关于 射线 9 = 工 是 对 称 的 , 令 
2e vsin26 := afcosg 十 sing) 一 a Vsin25， 
解 得 交点 的 极 角 


一 工 eciy 了 
8 一 arcsin 如 。 


2 
于 是 ,所 求 的 面积 为 
S - |aae 


[Mi 


一 上 ， 代 2a wsin2832 一 [afcos 昌 十 sinp) 
人 


一 妈 sin2 人 3 1c0 
一 上 1 [2c28in21 十 262(8in 人 十 os) wsirm2P 
Wai 有 
一 42]c0. 


注意 到 
| ine 十 cos2J wsin2pet 
一 冯 (sing 一 Cos 的 sin28 
十 工 arcsintsing 一 cos 交 十 安 " 


2 


即 得 
贞 一 ec2[ 一 cos2 十 (sing 一 cos 的 wsin28 


十 aresinksing 一 cost) 一 四 1 
和 


人 
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vd 1 


十 areslh 本 十 坟 arcsln 二 


一 2 人 AT __ 了 工 | 
父 -7 十 arcsln 了 5 有 TCRODS 8 
| YY 7 vv 
你 2 十 aresimt 8 。 
# )》 利用 三 角 恒 等 式 
= - 二 
WSIineTrSinr 一 考 | 4 w TtE 工 ， 
= 1 24g 革 
W SITETCDOSY 一 考 | 工 王 | Wet 放 工 


化 为 二 项 型 微分 的 积分 绑 看 A. 急 了 Tauogeep 
《IIHTETPIHPOBAHHPGSXY HKIIHEH》 第 五 章 $ 15. 


# # 》 和 交易 证 明 ， 
acs1thn 4 一 工 arccos 工 = 一 aycesltn V 和 
才 2 8 8 “ 
事实 上 ,我 们 有 
， vi 1 
SIII| arCSLn 8 十 六 arccos 
_3vi 开 5v 王 _v 开 
四 32 于 
根据 公式 


开 一 Ureoscpy 一 Brsinr 之 0 
引信 普遍 的 极 坐标 (其 中 se, 和 为 以 通 当 的 方法 选 出 
的 常数 ,目下 Se22 一 aabrcos' gsin'-tg) ,以 求 由 下 列 
曲线 所 界 的 面积 (假定 参数 是 正 的 )， 


妈 多 
3991. 瑟 十 蓝 = 至 十 党 
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解 不 失 一 般 性 , 设 站 >0 人 0. 令 


世 一 Qrcosgyy 一 Ersing 


则 方程 化 为 
# 一 于 cosp 十 帮 sn 
由 于 - 宕 0 放 有 
和 cosg 十 天 了 sinp 0 
因此 ， 首先 必须 一 了 安 ? 委 .同时 ， 0 


tg9 之 一 公 或 者 cosy< 0 且 tg9 守 一 和 
从 而 报 角 ， ?应 满 旦 不 等 式 

一 arctg 爷 < 克 妇 直 一 actg 公 ， 
于 是 ,曲线 所 界 的 面积 为 

S = | seraray 


呈 


一 are 二 
一 外- _ 站 天 cosg 十 站 any 人 


十 和 | 人 竺 inz(p 十 wd9， 


arcte 芝 


其 中 ao 一 aret 训 和 . 从而, 我们 有 


本 | 妆 = 一 tnctg 吕 
S= 公 条 二 大 [和 二 一 才 sin2p 十 oo]| 
上 
| co 到 1 和 01 人 
一 了 不 1 好 | 3 4 ;十 各 | 
引 2 3 
方 十 大 一 疡 十 丰 红 一 023 一 0 
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解 令 


工 一 arcosyg,y 一 和 rsiny， 


则 方程 化 为 
如 | cos "9 十 加 Sinzp 
cosi 十 sin? 多 
于 是 ,曲线 所 界 的 面积 为 


3 一 ea = 呈 jadg 


2 
人 | 生 | 08 针 P+ | 天 ng 十 人 加 人 ogg 
《cos3p 十 8 的 多 
M. 雷 日 克 、 克 5. 格拉 德 什 坦 编 著 的 《函数 表 与 
积分 表 ?2, 125 .2. 126 知 ; 


ceosgdgg [1 
| [cos 和 十 sinsg2 | 人 二 二 48 了 
tgY 1 Ctgp 十 1)7 


= 5 十 语 宁 十 9 如 mn 证 兄 一 tP 十 1 


十 WwW 3 3 arct 区 本 ] 十 CC 
从 而 


下 osip 
人 加 
了 全 上 5 和 Sin id9 
吕 
ab 什 | tp 二 二 In Cigg 十 了 
2 3 十 谍 陪 9、2 二 浊 一 起 9 十 1] 


十 varctg 229 二 1] | 


一 色 2 2 | 辐 re 1 
生 十 四 一 上 ; 
， 号 1 卢 9 2 6 9 | 允 | 
区 
Sinigdp 三 _ 记 元 
《cossp 十 sin3p2 (1 于 证 5 到 (CE 网 
tt 区" 多 2 训 旬 
341 十 证 多 加 十 区 
一 浊 2 1t 碟 和 四 1 [二 m ftg 名 十 1 3 
3G 十 tgs 3 2 53 一 TiE7 二 ] 
一 w 了 arct 客 2t89 一 + C， 
从 而 
人 六 (si Sn 人 
【cos 郊 十 sinag)5 348 
一 2 人 | 二 ?多 局? 将 
2 下 18 人 1 十 tg 网 3 
2 [二 mm ktg 旬 十 工 和 守 
2 二 罗 一 t9 十 1 
一 w 3 aretg 2828 一 1 | 
,于 省 | 
ee 人 He 介 "， 
OGA 二 
此 外 ,还 有 


Pos25in2gdp = 
(ecosip 十 0 亲 | 恰 演 5 


杂 (ttE 闻 


一 36 二 记 疝 十 C， 


从 而 
713 


| 人 121 本 1 。 
2 ?全 | 二] co yiny 
| {cos? 多 十 5in3 的 相 


要 12 而 人 1 
一 吕 且 | | 5 二 语 


开 
间 自 


自 


2 忆 二 了 
本 
于 是 ,曲线 所 界 的 面积 为 
下 2ro6 1 1 DraE 盖 | 十 于 有 | 
9 w 31 9 w 下 3 
=- 双 [ 2 | 人 态 ] 和] 
一 本 村 丰 十 而 十 下 人 
人生 ? 
3993.| 夺 十 半 | = 丰 十 起 人 > 0 >>>0) 
解 方法 一 
令 
一 4rc0sgy 一 久 Sinp， 
则 方程 化 为 
磷 1 3 二” ， 
Err 公 wroi 
”一 (caos 提 十 sim) SS 


于 是 ,曲线 所 界 的 面积 为 。 
over 于 ss 


号 一 rarar= 2 |， (cos 久 十 sin 的 < 
注意 到 
COSE 信 一 | .1 
《cos9 十 siap29 《1 十 证 8 


1 
3T 干 语 9 十 人 
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Sinzp t? 
《cos 名 十 Sap 一 二 于 tg 有 4 他 
一 | 4g2 一 itgp 十 1 十 1 

(1] 十 姬 网 


_f 1 1 
本 | 十 二 而 开 (E 风 中 人 二 衣 了 到 (89 
1 
十 | 《1 十 讼 砚 到 (te 朵 
1 


红 (tE 作 ) 


1 1 


一 1 ， 
TI 干 请 十 厅 二 证 3 {1 十 t 交 3 十 必 ， 
于 是 ,所 求 的 面积 为 
21ef 1 31 二。 
5 了 和 5 


om 而 13 1 ] 
+ 本 刘 [ ji 十 语 二 江干 认 洒 5 


1 李 -9 
”30 二 | | 


-% 基 + 光 
1 本) 
方法 二 
令 


了 二 jcosP， 3 一 丰 Sin 和 


则 方程 化 为 
] 
2 
站 十 和 ip 
1 
-一 2 3 1 
=- [7] 二 人 CS 人， 


其 中 tge = 她 .于 是 ,曲线 所 界 的 面积 为 
73 


睛 ER4B4 


的 


2 -让 sinl 人 十 o) 
加 站 上 1 gos( 十 Ga 
CCP)2 十 Ge) 1 6 sini(KP 十 &) 


3 sin 下 sin(e 十 ae) 
加 站 下 2 站 + 避 | 8S1d Cos 人 1 
[CRD532 十 《 虹 @2 


十 瑟 (tga 十 ctge) | 


cossa Sinsal 


__ 下 大 中 4 本 CC) 十 《是 2 
[CR8B)2 十 《Ra 《下 放 让 
6 az 如 

一 人 下 十 克 小 


* ) 参看 2012 题 的 结果 . 
# 基 } 由 让 & 一 刀 知 ， 


etga 一 ka ， sine 一 -用 ， 
Pb VE 和 二 (CR 和 
三 
CO 一 。 
VC 二 《CRG 开 
呈 
3994. [三 这 | = 吉 一 各 > 0,y> 0)， 
解 仿 


了 4 


人 一 grcosp， YY 二 和 Sin 
则 方程 化 为 
百 
， 人 CDS ?和 一 | 下 
交 一 
Keos 旬 十 Sin 的“ 


了 
Si 和 售 


0 扫 ; 兄 二 arctg 


于 是 ,注意 利用 上 题 中 两 个 不 定 积分 , 便 得 到 曲线 
所 界 的 面积 为 


aretge 
一 aprdrde 一 2 2 


0 《Cos 有 十 Sing 


加 8 声 人 总 1m2 竟 
2 | 惠 0 《cos 帮 十 Sint ca 


人 Ef 加 reg 从 COS2 风 
到 到 49 


artg 候 


一 迪 | 2 |- 了 
2 页 31 十 世 他 下 | 。 
_ 全 | 二 | [ 3tg 多 十 3tg 十 工 ] =“ 
2 更 《1 十 区 全) Jo 
一 二 他 | 2 1 
6 瑟 1 十 本 
2 『 
人 | 入 四 
(1 
人 《下 ) 十 30C 左 ?26 下 十 3z 开 (6 所 生 
6 《Ga 下 十 可 下 31 
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| 直人 2 一 《 开 计 

二 时 (十 项 六 

一 人 { ? 开 2 
BE 二 二 3080 二 的 二 
如 4 要 开 Ka 下 十 38 下》 

人 2 十 瑚 六 


4 册 
3995 -bz-oy=o 
解 令 


莹 二 arecosigpyy 一 条 Sinsg， 
则 方程 化 为 
r 一 100 所 9 二 了)， 
于 是 ,曲线 所 界 的 面积 为 
六 一 |saereoswinrwae 


让 


一 4ab| cosysinrgag 
所 


| 


1 
ka 《1 一 73 
6 


1 
| (Ka7-3z9 十 321 一 证 》 全 于 
贞 
1 3 1 Li 
tall 于 一 1 十 二 一 刘 ， 


了 站 
进行 适当 的 变量 代 换 , 求 由 下 列 曲线 所 界 的 面积 ， 
3996. 十 一品 十 了 一 六 3 一 GT 一 7 
<a<c<a0<a< 有 


解 作 变 的:r 十 一 所 这 一 六 则 < 宏 4 实 六 4 且 7 福 
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2, 日 有 


IT = 一 二 
(十 局 2 
于 是 ,所 求 的 面积 为 
人 1 人 一 四 人 味 一 o9) 
3 一 | sz 
jd (十 ”二 员 村 二 房 ” 


3997, zy 一 GT 一 242 和 二 了 TYy 0)， 
解 作 变 换 :zy 一 ww 之 一 由 | az < 2 < 二 去 
2, 且 有 
一 二 
于 是 ， 所 求 的 面积 为 
了 
s=- 工 < cj 空 = 二 etn2 
3998. 姑 一 2 站 zy 失 一 207 一 283 下 一 25380< 拓 访 民 930 二 
广 < 3) 
解 。 作 变换 ; 立 一 “ 本 一 o 则 防雪 v 29， 
27 扫 妇 2 , 旦 有 
一 工 
| 一 了 
于 是 ,所 求 的 面积 为 
S=- 于 | < | 笃 
了 3 


工 风 袜 也 是 
3999. \/ 二 十 /> = 十 = 2, 工 一 字 , 红 ~ 


(aa 0 0). 


解 作 变 所 jj 三 过 = 二 一 由 即 
华 了 


伟人 疏 


?7 


于 2 如 
人 ] 3 3 
上 了 工 1 
。 wa 所 Ya 属 | 


则 1 所 xz 扫 2，: 世 袜 " 委 吾 纪 , 旦 有 


1 一 2 。 
也 1 上， 
| 5 点 
于 是 ,所 求 的 面积 为 
四 到 好 由 
号 一 | 2 4 
< 


和 
站 
[~ 
ee 
PP 
必 
十 
斌 
|- 
一 一 -一 


] 1 
7 1 由 
有 


一 16a 。 ?2 2 一 65c8 
加 72 5648) 108 
和 作 代 琴 
4000. 邓 + 二 世 -一 1, 其 路 取 下 列 各 值 : 二 号 cc， 


号 cx(z 人 0 0) 


解 方程 五 十 一 1 可 变 为 
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尼 一 (zz 十 姬 十 ch 十 carz 一 0. 


将 14 作为 未 知 量 解 方程 ,不 妨 记 方 程 的 两 个 解 为 4 及 
则 


1 一 袜 十 交 十 天 十 十 呈 十 ec 一 4 


2 日 
一 十 说 二 ez 一 wz 十 遇 十 < 本 de 
2 
今 设 按 上 式 作 变量 代 换 ,将 (zy) 蛮 为 人 4: . 易 知 
二 __ 4 


(zw 天 十 十 全) 一 4 


VCAeetcL 一 站 人 一品) 


到 一 让 ” 
从 而 
DC 了 一 了 
了 Gap 了 (AD) 
有 (人 yy 
-~ 4- 
4 wa 一 上 (一 < 
了 于 是 ,所 求 的 而 积 为 
3S - zw - 上 一 二 ea 
村 | wARCC 一 PINA 一 斌 ) 
和 4 5ct 
3 和 1 到 号 
它 2 
本 有 科 Ap 入 本 


5 -2 
= 二 | 在 一 耻 
4 | 上 

4 下 ”本 


-一 -一 一 一 一 一 一 dd 
weTT 一 -2fie 一 了 > 


人 t 
二 


也 
寺 Ya 一 1 wofl 一 轨 


79 


-全 人- ct [ wd 
并 工 
3 


二 wa 一 1 vv 一 总 
由 于 
va YI10 2 VS 一 2 
2 一 工 3 3 2 一 Y 2 
人 -2lg 交 3 一 2 
ww 2 一 vv 


一 由 一 2arcsltm 三 一 zarcsin 3 
ww 一切 3 3 


一 
2 一 arcsin 3 一 arcsin 。/ 工 ， 
研一 了 3 3 


一 -一 


芭 | en 


故 最 后 得 
吕 C | w10 马 加 | 全 四 YY 2 
一 了 3 3 8 2 vv 
-| /2 一 2arcsin 捕 |] 
2 V5 一 Y2 ， /2 
才 [| 吧 2 一 7 四 [sn 
三 
一 arcsln | ] 
一 邱 w]10 一 ?yarcsin 于 . 
4001. 求 由 椭圆 


(2 十 下 9 十 e) 十 (es 十 名》 十 co 和 一 
【其 中 由 一 qi 太一 Ga 天 D) 所 界 的 面积 ， 
解 作 恋 摘 :aiz 十 电 ? 十 ci 一 4as7 十 8 十 cs 一 几 
8 人 


0 和 十 风 委 1 且 有 


于 是 ,所 求 的 面积 为 
1 四 
3 一 何 cei 一 全 |， 
wu 十 只 过 1 
4002. 求 由 椭圆 
工 。 了 
cb sh 人 一 2 zs] 
和 双 曲 线 


二 
Cos 纪 Sinzu 
(< 

所 界 的 面积 ， 

解 作 亚 换 : 一 cehu cosoy 一 cshu sinu， 


则 有 


一 cf 一 山 :由 


| 开 一 |ecsehs 一 cacos 铝 |. 
因为 chsr 六 1 之 cos2p 故 所 求 的 面积 为 
汪 一 co 下 fch28 一 COS 引 Jet 


上 1 十 ehzz 


一 ef 一 号 )》 要 《az 一 下 门 
“1 


* | eesoam 
呈 
一 下 [fos 一 DCsh2xs 一 sh2gi) 一 (as 一 了 ) 
*fsir2o 一 sim20 7) 
4003. 求 用 平面 十 yy 十 z 一 五 与 曲面 妇 十 多 十 2 一 <y 一 


xx 一 2x = 一 全 相 截 所 得 截断 面 之 面积 . 
81 
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解 ”为 简化 平面 和 曲面 的 方程 , 作 变 最 代 换 ， 
1 1 


时 


一 工 2 ] 
”7 
& ”一 ] 十 - 江 _， 二- 之 ， 


w 3 3 vv3 


这 是 一 个 正 交 变换 , 故 Ozr'y = 或 为 -新 的 直 租 坐标 


系 .在 新 的 坐标 系 下 ,平面 方程 为 


， 1 、 惠 
> ”二 一 (十 十 2z) 一 
了 
由 于 
】 了 ] 
一 一 z 十 一 一 y” 十 生 ” 
”vv V V 
一 误 1 
一 ”十 之 
”3 V 3 
1] 1]  ， 二 
= 一 一 -rz 二 -二 7 十 一 =， 
“ v/ vv v 李 
故 有 


天 十 时 十 一 区 一 一 
十 人 9 一 站 拓 十 (zz 一 十) 条 


一 了 Cr 十 多， 
从 而 ,曲面 方程 变 为 
二 十 9 一 - at 
于 是 ,所 求 的 面积 为 


全 一 由 肆 ! 好 区 = 导 xaz 


4004. 求 用 平面 = 一 1 一 2Gz 十 y) 与 曲面 二 十 二 十 过 一 0 
由 鹤 所 得 截断 面 之 面积 ， 
解 平面 被 曲面 所 截 部 分 记 为 3 , 它 在 Cry 平面 上 的 
投影 记 为 五 .由 于 平 着 z 一 1 一 2(z 十 ?的 法 线 之 方 阿 
祭 芒 为 rosea 一 cos8 一 号 ,cos7 一 读 , 故 五 一 9ecosy 一 


卫 5 ,从 而 $ = 3D ,显然 刀 为 Ozy 平 面 上 由 曲线 二 十 了 


+ 一 5 二 可 一 0( 也 即 2zz 十 2 好 十 3zy 一 工 一 》 
一 0) 所 界 的 区 域 . 作 变 量 代 换 
z = 十 十 六 ， 一 一 5 十 寺 . 


于 是 , 辣 c2 一 一 2, 且 曲线 2z2 十 2 妇 十 3z7y 一 工 一 光 


一 0 变 为 ?ro 十 吧 一 村 = 0, 这 是 一 个 梢 圆 (在 迪 平 面 
上 ). 从而, 屠 得 
也 一 |zrav 一 也 中 zeetu 


59 十 Test 


=2. 让 [ 方 j- 瑟 
抽 此 ,最 后 得 
5 一 3D= 天 于， 
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》 3. 体积 的 计算 法 


设 柱 体 上 顶 是 连续 的 曲面 > = .Ar ,下 底 基 平面 > 盖 0, 合 面 为 
从 平面 如 zy 中 的 可 求 面 积 的 区 域 呈 ( 蜀 8. 38) 竖 起 的 牌 训 柱 面 所 翼 定 . 
生体 的 体积 等 于 


克 一 reesaxay， 
4005. 试 绘 出 一 物体 ,其 体积 等 于 积分 
『 二 | 十 yd 


解 积分 域 为 三 角形 
站 后 荆 匡 1， 站 和 妥 Y 近 ] 一 工 ， 


图 8. 38 
柱 体 上 顶 为 旋转 抛物 面 > = 嫩 十 风物 体 的 形状 如 图 


8. 39 所 示 . 
4006. 描 出 下 列 二 重 积分 所 表示 的 体积 : 
【a) 中 二 十 DTY 


站 委 了 十 于 1 
工 闻 四 由 
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于 人 
村“ 守 且 1 
【B》} (0 一 Drezyi 
Irisl 
人 一 
《TD) V 十 Way 
的 下 
(mn) | woTyecdTrEy 
LST 王 3 
汪 3 
(e) 下 sin we 十 人 Ce， 
< 十 31 


解 (ay 积分 域 为 三 角形 
日 委 了 工 一 有] 了 070. 


三 体 的 上 顶 为 平面 > 一 工 十 3( 玫 8.40)， 


(6) 积分 域 为 杖 图 
下 
村 十 法 1， 


即 立 体 的 底面 , 顶 而 为 精 球 面 = = W 1 一 亏 一 世人 图 


多 .41》， 

《5) 积分 域 为 由 直线 

天 十 昌 一 于 十 和 一 一 二 一 和 一 1 一 工地 二 
围 成 的 正方 形 , 桂 体 的 顶 面 为 旋转 抛物 面 > 一 天 十 
图 8. 42 中 仅 孙 了 第 一 封 限 部 分 的 体积 . 
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ww 三 十 丸 ( 图 8.43). 
(mr 积分 越 为 梯形 1 委 过 委 2z< 扫 ?7 扫 27. 柱 体 的 
项 面 为 双 曲 抛物 面 = 一 zy( 图 8.44)， 
(e) 积分 域 为 贺 
2 十 姑 委 1 
即 立 体 的 底面 , 顶 面 是 由 正弦 曲线 == sinry 绕 DOx 轴 旋 
转 一 周 而 得 的 旋转 曲面 (图 8. 45)， 
求 由 下 列 曲 面 所 界 的 体积 : 
87 


4007. > 一 | 十 本 十 光一 站， 工 十 一 1 一 昌 ,和 王 有 
解 = jxzr| + 十 ds 
| 
恬 


(3 证 瑟 |jaz= 
40D8. 工 十 站 十 过 一 人 王 十 如 


昌 ，y 作 ,有 Ka 之 
民 v 2)， 


fc _ avV 本 一 严 一 人 二 二 jdz 


2 

和 

二 | YE 一 Tec 一 | .ce 本 一 交 2 
人 0 


下 2 一 了 TCR 。 六 : 
十 jw 一 一 ， 
2 下 | 
4009.z 一 于 十 并 人 一生 1 ,zx 一 用 . 


] 1 1 ， 88 
解 == | 地 -ce 十 刀 ed 一 105， 


讽 
4010. = 一 cosxcosyyz 一 0, | 并 十 ?| 所 玉 ， 1 一 引 生 访 ， 


58 


4011. 


4012. 


和 解 因 郴 数 z= 
cosyT *， cosy 的 图 形 
关于 Ooyz 平 面 对 称 ， 
而 积分 瑾 (图 3. 
463. 关于 Oy 轴 对 
称 , 故 所 求 的 体积 为 


醒 二 
互 工 

一 ?| 好 COS 工 
自 上 王 


“COS YE 人 


可 
互 

二 引 COS2Adt 
所 


_ 人 sin22 1 
4 二 十 和 | 


解 TY 一 | cy 一 了 | ra 一 . 
自 所 2 和 

过 一 Y 十 3 十 之 一 1， 

过 一 站 


解 ”体积 Y 由 两 部 分 组 
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它们 在 @Gry 平 面 上 的 射 彩 域 如 及 吕 , 如 图 8.47 所 从 .上 上 
是 ,所 求 的 体积 为 
T 一 了 十 了， 


| 13 
一 | xdz| yas 
外 息 
1 1 一 了 
十 | dz| -aa 一 们 一 93 
“< 


11 
一 一 林 十 4tn2| 


恋 换 成 极 坐 标 ,以 求 由 下 列 曲 面 所 错 的 泪 积 : 
4013. 对 一 y 和 十 多 二 时 
解 ”因为 > 一 vzry, 故 所 求 的 体积 为 
Y 一 4 由 AAAT3Yeganezy 


权 十 刘 
和 


一 4 wecosinJ rd 
岂 必 


习 


一 本 | osiwintpdp 
号 
ar 
4 aa 了 3 31” 了 ， 4 
2 
3 1 :| 
也 Tz| 
3 叫 | 二 一 二 人 区 ， 
3 到 | 喜 | ww T 
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x*) 利用 3856 题 的 结果 . 
才 0 下 二 一 工 十 3 十 虹 六 一 2zyz 一 DID 0 人 2 0)， 
解 令 了 = reosoy 一 xsinp, 则 方程 
( 刀 十 各 放 一 2xzy 有 一 工 十 了 


变 为 
r2 一 28ingros 和 一 sin2y 及 = 一 Fecos 妇 十 Sin 色 )， 
于 是 ,所 求 的 体积 为 


TY 一 je 十 yd 
[1 


| 


| < FeO8 十 SinO)cT 
凤 册 


2 人 | (sintgeos29 十 cos 和 gsin3addg 
看 


2 2 5 7 了 1 
3 -生计 
5 ? 
| 
3 六 3) 
1 3 1 3 
2v2 14 | 二 jz 了 | 
3 21 
VD 和 世 
.16 sn 8 
于 


x* )》 利用 3856 题 的 结果 ， 
415.= 一 媒 十 妇 十 错开 和 十 天 一 2 之 一 0. 
解 。 令 了 = rcosgy 一 zsing 则 方程 
i 十 刀 一 Yi 十 拉 二 gr 及 = 一 妆 十 矢 
变 为 
81 


广 一 COsH7 一 2eog 旬 及 二 一 天 
所 是 ,所 求 的 栖 积 为 
V 一 ec 十 拓 Ddaety 


志 cos 他 
| 中 rpy- 
可 5 网 


二 (Becos?9 一 Cosi 的 ) 友 了 
了 


2 5 3 1 xzr 


d16. 2 十 于 让 一 嫩 > alzlea 盖 D)， 
解 只 须 计 算 由 下 列 曲面 所 围 成 的 体 租 : 
和 十 蜡 十 如 一 天 有 十 时 委 光 | 
著 引 用 极 尚 标 , 则 


六 十 2 一 @2 .Fr2 < 人 | rcosg| ， 


其 体积 为 
一 于 VE 一 《二 及 Jadrdy 
人 


| 
忆 
一 一 
号 RS” 
宇 ， 
本 
司 
只， 
| 
才 
写 
只 


下 ecoap 
一 一 人 _ 2 各 dp 
则 

Be 加 

3 2 《1 一 Siasgyc 人 p 
4rea7 16a: 

3 9 “ 
于 是 ,所 求 的 体积 为 
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15 
32 


中 


T 一 de | 和 1 | 16a' 
3 3 91 9， 
4017 衬 十 开 一 一 0(z 十 92 一 ee2(x2 3 二 DOa 
人 00)， 


解 若 引 用 极 坐 标 , 则 有 
z 一 了 天 一 ecos2pla 2 0). 


于 是 ,利用 对 称 性 知 , 所 求 的 体积 为 
7 一 4 ze 十 姑 )ddxcddy 


wang5 放 
= 直 二 一 “retr 


一 你 站 cos229zp 一 号 ， 

4018,= 一 em 一 0 人 十 内 一 丁 ， 

解 ”利用 对 称 性 ,得 所 求 的 体积 为 
ye 


过 十 旨 臣 民 2 
工 袜 站, 


过 号 : 
一 引 sz| eyetr 一 KfL 一 ee )， 
恬 册 


4019，> ~ ceos 二 十 十 史 一 wy 一 rtgaiy 一 
ztgpta 人 0c>>00 二 ea<B 云 2m， 
解 所 求 的 人 积 为 
一 ||eeos 开 * 巨 十 > xdy 


六 和 六 
一 | 4 eeos 允 安 
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、 2ar 4 mr 
一 袜 ( 甩 |[ sin 5 0 ] 


一 22xc(K 有 一 | 过 一 加 


现 ， 


2asrfP 一 ef 开 一 2 
一 瑟 _ 
4d020.> 一 娃 十 曙 作 一 十 炒 
解 “立体 的 射影 域 的 围 线 为 刀 十 史 一 并 十 或 


二 (一 旨 去 着 引用 代 换 > 一 人 二 


rcossy 一 半 十 rsing, 则 有 
一 六 十 十 rKeese 十 sin 的 ,xz 一 1 十 rcos 六 十 sin 的 》 
1 

(0 过 9 二 2r0 扫 二 一 -)， 
V 了 

于 是 ,所 求 的 体积 为 

了 一 有 [十 人 一 (人 十 天 ardy 
人 


上 


中 
一 | dg 全 { 十 rcosg 十 si 多] 


一 【rr: 十 冯 十 rfecos 十 sin 钨 ]|rdr 
一 和 | 二 一 中 rr 一 各: 
求 由 王 列 曲面 所 界 的 体积 (假定 参数 是 正 的 ?: 
7 2 2 2 地 。 
4021， 全 2 二 六 睹 本 于 十 CE 2 0)。 


94 


. 令 了 二 ozeospy 一 和 sin9p, 则 方程 化 为 


ba 一 


CE wii 一 形 上 民工 一 cz 人 0 二 9 运 20 扫 二 - 了 
于 是 ,曲面 扬 界 的 体积 


-有 1 王 并 ardy 
JieA1 [ 译 十 交 | 三 十 大 


】 


一 | 世人 aprte ww 二 天 一 crar 


一 ap | 去 do sw 一 和 一 rctr 
已 启 


1 
= 一 二 ie| 一 一 | de 
自 了 
一 半 xalic(2 一 V3)， 
上 呈 了 2 了 
4022， 到 十 次 一 直 一 一 1， 小 十 让 一 


解 。” 若 令 z 一 arcospoy 一 和 rsinp, 刚 曲面 方程 化 为 
一 土 c v1 十 天 (0 去 9 妇 2 罗 0 过 了 安 1). 
于 是 , 则 面 所 界 的 体积 为 


T ~- 省 十 区 dzdy 


蝇 


| 二 2apcr YY 1 十 retr 
zolc| | z wj 十 dr 
业 册 


下 


四 


| 


， 
中 


人 ape(2 ww 了 一 1)， 
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了 由 一 
十 广 性 二 小 


了 人 9 
4023. 到 十 贞 一 三 , 厂 十 点 一 


2 


解 “立体 在 Orzry 平面 上 的 射影 天 的 界线 为 梢 团 厂 


于 


3 了 亚 主 了 虐 1 2 1 机 

其 -十 这 到 [圭一 二 | +[ 这 一 到 | 一 冯 着 人 

二 一 | rcosg, 广 一 2 十 rsing, 则 曲面 方程 化 为 
= 一 c| 亏 十 7KCCOs 色 十 : sinp) 十 


(os<es 2r,0<r 雪 二 . 


1 


于 是 ,曲面 所 界 的 体积 为 


一 aic| .az| “ 于 二 zeOs 芝 十 Si 人) 


十 关 ]er 
一 cte| 工 十 1 《epsf 十 sinp) 十 过 | 
3 6v 16j?9 
3， 之 r 号 
一 妈 bC 1 一 8 Tete 


了 
4024. | 所 十 斯 | 十 三 一 bz 一 0 
解 。 若 令 上 = arcospy 一 如 sing, 则 图 面 方程 化 为 
= 一 rm 和 9 雪 240 执 > 所 1 


手 是 ,曲面 所 界 的 体积 为 
Y 一 下 c| 1 一 [到 + 区] ]szoy 
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3 ! 
一 | < GecrfT 一 下 dz 一 达 mupe. 
属 用 


4025. [三 十 学 | 十 到 = 1zoy 一 oz 一 0 
解 。 下面 计 算 位 子 第 -- 赴 限 部 分 的 体积 . 
全 


念 了 一 2rcosspy 一 反 sinp, 刚 方程 化 注 


一 ce 二 产 (0 近 2 二 到 ,0< 二 rr 祥 1 


2 


于 是 ,曲面 所 界 的 体积 为 
7 一 下 一 [三 十 衬 ] zzay 


=- 上 :df aarsin28，wv 一 天 re 


由 


一 abc| [inarzp| 1 广 .二 天 dr] 


4026. 瑟 十 世 十 到 一 1 | 到 + 区 


了 一 GeOS 儿 yy 一 丰 rSin 的 ， 
则 方程 从 为 
一 士 c v 了 一 说， 


六 一 《08 一 Sin7 久 


一 cos2 玫 国 半 一 sos2p 人 用， 


故 一 王 袜 9 所 开 , 入 9 所 吧 
于 是 ,利用 对 称 性 知 ， 辐 面 所 界 的 体积 为 


史 7 


忌 
| 


1 
s | ] 一 二 友 czcty 


等 『 VG 环 
一 : saic| | ww 一 rdrdgp 
刁 


一 sope| 立 ( 一 8sinagdp 


息 


一 eg 上 + Ecosp 一 cos; ip) | 


一 Bee| 天 5 和 YA 
3 二 十 和 一 一 3 


一 2 (3x 十 20 16 了)， 


4d027.z 一 y9 江 十 3 一 QT 十 yy 一 DO0<c<T)， 
解 ”由 于 = 土 zy 又 所 界 立 体 在 Oxry 平面 上 的 射 
影 域 吕 由 直线 < 十 ?一 cx 十 ?一 rr 一 0 上 帮 ? 一 吕 围 
成 . 于是, 科 用 对 称 改 知 ,曲面 所 界 的 体积 ; 
一 二 | wyedzedy 


| 


| 


一 二 | cv 一 一 dx 
十 了 | VE Tsdx 
和 | 一 mv 一 dx 


一 二 (ae 一 wete 一 TIdr， 


念 工 = Astn2t ,可 得 
98 


| 


| 一 2 VB 一 工 )G 


了 、 
一 2 COSs4Sin2zectt 
自 
人 


RDS6zet | 


一 2 六 costett 一 | 
已 


aa 宇 tela 


je 一 工 ) wzfa 一 了 Tedr 一 吝 ze 
于 是 ,所 求 的 体积 为 


业 了 开 8 Tez3 开 
， T 一 加 -一 3 
| 16 癌 1 一 站 


4028.z 三 下 十 于 站 一 2023y 到 2 3 一 小 
解 ”曲面 所 界 的 立 性 在 Cry 平面 上 的 射影 域 羡 由 曲线 
73 一 妇 ry 一 24 和 直线 ?一 本 、y 一 2z 围 成 , 利用 对 
称 性 ,曲面 所 界 体 积 研 表示 为 

7 一 2 ee 一 2 je 十 3)eltzdy 
作 变 量 代 换 
并 一 2 一 rr 
则 积分 域 中 变 为 长 方形 域 
1 
且 1 一 和 xz 一 十 罗 一 (六 十 zh 


于 是 ,所 求 的 体 各 为 
99 


了 一 | 十 wetray 
| 
| z 
一 上 和 汪 二 + 加 多 sea 
【1 过 昌 人 世 2 


于 二 os 


一 fo 1 十 二 好 0 一 昌 
1 到 吧 2 ” 
4d029.z 一 y2 一 二 2 一 了 风 一 2roz 0 


解 ”曲面 所 界 立 体 Y 在 Oxy 平 面 上 的 射影 域 避 由 曲线 
2 一 vt 一 27. 只 一 了 及 闪 一 2z 围 成 . 


我 们 有 

TY 一 :rav 一 zarar 

作 变 基 代 换 
开 一 攻 迪 一 Le 

或 

补 一 到 一 训 丰 和 .yy 一 本 
则 积分 域 马 变 为 正方 形 域 

二 委 x 委 1 注 委 " 裤 1， 


且 | = 于。 sr 于 是 , 旧 面 所 界 的 体积 为 


1 六 
Y 一 [zyaroy 一 于 = 20 
于 
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4030. = 一 esin -sx 03 一 Gy 一 ar 一 让 rt0< ac 
是 人 0)， 
解 ”曲面 所 界 的 立体 在 Ozy 平面 上 的 投影 域 如 由 团 线 
yy 王 电 和 直线 = ar,y 一 Brtr0) 转 成 .于 是 , 曲 
面 所 界 的 体积 为 
站 一 ||:aray 一 c| sa Ar 


出 总 
加 和 
作 变 量 代 换 z = azcospy 一 arsing, 则 17 一 “7， 
于 是 ， 
Y 一 中 are 一 | sn dddy 
。 如 
加 下 


， ] 
ERH 下 一 一 一 一 
昌 ET 。 
一 cc in 人 加 0DSpPJredrdp 


TYTRQW 站 


如 本 有 1 1 

元 」 SnerG592 人 

aTtR 加 2 旧 
一 一 15 - 盖 . 


TFT 可 立 开 低 


_ 
一 元 lntg 


4031. = 一 太 十 好 一 Orz 二 ylz 一 0y 一 0 
解 ”曲面 所 界 的 立体 在 Cry 平面 上 的 投影 域 吕 由 直线 
+ 吓 3= 一 1=0.y=0 围 成 .于 是 ,曲面 所 界 的 体积 为 


7 一 ||:aray 一 外 十 几 jarety 
站 中 


1 站 ， 
=| | [十 旺 1arady 
和 总 


一 | (etaa -xy 十 了 (1 一 了 这 ]dz 
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了 35 35 
了 所 
十 蔚 | 工 1 了 1 ”二 
4032. 运 十 不 十 二 一 1 宛 | | 站 lz 一 
角 令 
了 一 drcosigy 一 芒 sinip， 
由 方程 化 为 


& 一 ef 一 天 (ecos5g 十 相 岂 六 ]， 

> 一 1 (0 委 98 安 28)， 
于 是 ,利用 对 称 性 知 , 曲 面 所 界 的 体积 为 
TY 一 4|zazay 


好 
一 -lzopc 上 | Fl 一 关 (eos5 和 十 sim 的 了 
reCOs2sin2gedyrc 扩 


一 1262c 0 于 cosqysintgdyg 
山 
了 6 1 2 
| 《cosip 十 Sin' peO8 奖 1 rig] 
人 


二 6apc| 上 cowwsinrway 一 人 oswoswinegl 
息 1 


r 3 1 7。5.3.1 
= 6obc[ 二 (1 了 一 1 二 汉 
1 105，_ 75 

4 一 1926, 一 2358 


3reate 
了 


4033. = 一 carctg 本 一 0 wz 十 时 一 warct 之 (y 袜 癌 )， 
解 令 


了 一 TeO8 和 7 一 Psirlg 


TD 。 
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则 方程 化 为 
一 
-os9 二 于 
于 是 ,曲面 所 界 的 体积 ; 
7 -= 全 『 | qdrag 


且 
一 -一 ec 
了 | ,wdz= 罕 9 
加 ie 
128 


4034. 去 十 去 十 到 二 1 二 1070 一 0 人 10) 
解 昌 夯 方程 可 者 示 为 


-ev 人 (和 


了 一 arcos2 pyy 一 rsins 0 < 9 二 号 | ， 
则 曲面 折 界 的 体积 为 


人 有 
和 一 二 ] 《 豆 一 上 Jadedy 


.fi 豆 - 
一 2 | 巡 1 一 ' 辣 rdr| cosissgsins [0 


芳 令 呈 一 # 可 入 

: 1 : 
| rtr=| ap 
上 用 


若 令 
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| 工 下 2 
一 中 L 1 ,二 ] + 
如 去 了 . 
一 拉 拉 
sp| | 
令 sinzg 一 上 可 得 
| sosswein' way 一 并 a 一 有 
T 
2 一 一 
一 引 - 了 
也 
于 是 ,所 求 的 体积 为 
1 它 1 
ape pl 二 | 嫩 二 二 | 
7 一 绽 。 2 
w 
好 ) 天 
| 工 
| 
一 3 相 
再 


1 Dr 0D) 
解 令 

区 一 Gazcoszjsy 一 和 Sin 人 0 扫 入 安 椰 )， 
则 曲面 所 界 的 体积 为 
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ro 人 + 计 宇 | anay 
一 zaic| Yy1 一 Fr osringuay 
一 如 好 | YY 一 Pregr 
上 
一 22| G 一 DD 和 sd 
型 . 昌 


2 | 


$4. 曲面 面积 计算 法 


1 曲面 由 显明 数 绽 出 的 情形 “平滑 昔 商 = = *(z,y) 的 面积 由 积 


si+ [ 训 | 十 { 吉 】 arcay 


《其 中 总 为 已 生 曲面 在 Dy> 平面 荆 的 射影 ) 所 表 贞 . 
2* 由 面 由 参数 方程 给 出 的 情形 若 曲 面 的 方程 尼 用 参数 给 出 
和 一 了 


其 中 Kao 后 , 且 为 封 国 可 求 积 的 有 和希 区域 ， 人 和 = 轴 在 域 
中 内 这 续 叮 微分 的 熙 数 , 则 对 于 曲面 的 面积 而 公 


分 
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9 一 册 WEG Face 
首 


全 中 


甩 一 [从 | 上 F [至 | 下 尘 | 
c (人 二 (和 ( 才 
+。 人 | op yy 站， 疏 


而 页 ”和 而 ”页 罚 
和 3. 求 曲面 az = ry 包 合 在 圆柱 关 十 姑 一 巡 内 那 部 分 前 面 
和 1。 
解 所 求 的 面积 为 


3 一 骨 本 之 | 十 上] aay 
An 


-1 『 v 到 二 [二 Jadrdy 


| 


玫 


一 二 | | Var 
-2 (2 V3 一 1， 


4037. 求 由 曲面 王 十 天 一 全 天 十 且 二 全 所 界 物 体 的 面积 ， 
解 ”如 狗 8. 48 所 示 . 两 曲面 的 交 线 在 yz 平面 上 的 射 
影 为 多 
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于 是 ,利用 对 黎 性 知 , 所 求 的 面积 为 
5 人 
一 4， 中 \j1 十 0 十 [- 和 区 


3 
一 如 少 
扬 /人 一 名 


一 16a| az 
用 


“ 工 四 2 
-一 一 = 光一 之 一 16c 
。 本 一 三 


4038. 求 球面 z 十 将 十 邓 一 到 包 舍 在 杜 面 到 十 著 一 1@ 拉 
107 


一 | 


2 内 那 部 分 的 面积 , 
解 ”因为 


烽 | 二 | 糙 - 袜 十 时 
NI+|[ 玫 | +| 这 | = AVI+ 到 十 吉 
十 六 十 天 如 
swV 醒 二 一 


又 积分 域 5 十 芳 < 1 位 于 第 一 条 限 部 分 为 


0 和 xz 所 a0 拟 y 氨 二 wa 一 好 
于 是 ,利用 对 称 性 知 , 所 求 的 面积 为 
人 。 
So 


c 过 We 一 12 
一 sa| arCcSit “ 要 
和 7 。 
一 8aiarcstin 之 
4039. 求 曲 面 衬 - 2ry 被 平面 z 十 = 一 1z 一 0 一 0 所 蕉 
下 那 部 分 的 面积 . 
解 ”因为 
放 | 十 [至 -六 十 将 二 三 
凡 + | 计 +| 吉 | =V1+ 吉 二 
开 十 并 十 富 -了 工 好 十 昂 十 2zy 
和 VZY 2 
一 _ 1 节 十 > 
vv 2 vsy 
于 是 ,所 求 的 面积 为 


-~ 2 了 工 十 光 

3 三 jc 二 
2 一 

=- -六 je w zf1l 一 交 ) 
Ga 一 江 ) YL 一 富 ]dr 
Vs 


一 _ vT 二 ET 十 2zd0vE) 


一 上 < v 人 二 束 (1 十 22)d 
-大和 下 - 诲 
4040, 求 曲 商 十 肾 十 旦 一生 在 圆柱 空 十 尖 一 十 ez 外 那 
部 分 的 面积 ( 维 维 安 尼 问题 ) 
解 “只 须 求 出 球 画 被 圆柱 面 害 出 部 分 的 面积 . 因为 


VI+| 过 十 [各 一 W1+ 到 十 点 
~ 4 
V 本 一 鹉 一 庆 " 
于 是 ,利用 对 称 性 知 , 割 出 部 分 的 面积 为 
3 = | 一 天生 一 一 cy 


因而 ,所 求 的 面积 为 
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几 一 4rez 一 凡 一 47a2 一 sei| 一 1| 一 852. 


4041. 求 曲面 一 于 十 天 包含 在 融 柱 关上 十 天 一 2z 内 那 部 分 
的 面积 . 


忆 + 人 (证 | 寺 


-FT 
又 积分 域 为 ; - 福 世 9 多 二 ,0 拟 > 所 2cos9, 十 是 ， 
所 求 的 面积 为 

5 |‖vzazay 


一 广 af ww 2 retr 


主 
一 2 《| ,cosrdz 27. 


4042. 求 关 而 z = 习 一 六 包含 在 柱 面 ( 守 十 y)2 一 如 ( 一 
2) 内 那 部 分 的 面积 . 


解 因为 
同和 
站 2 一 
一 1+ | TV 二 
VEa 
V 一 拓 
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又 积分 域 由 双 纽 线 王 一 aseos29 所 围 成 ,于 是 ,利用 对 称 
性 知 ,所 求 的 面积 为 
Y2z 


一 全 
v 瑟 二 天 
一 4 过 ”wwIr 。 FrCQsg ， 
| 中 六 YcOS29 


= vecose VE6s59dg 

= 2 v 工 一 Vsin 内 

一 2o vY 一 sinzgdf w 2 sin 肉 

-- 3:[ 之 2 sing IT 一 条 

十 二 arcsin VZsin 内 ] = 宝 - 

4043. 求 曲面 z - 十 (z 一 2 被 平面 z 一 一 士 1,z 十 一 二 
1 所 和 截 那 部 分 的 面积 . 


解 因为 
\+ |[ 生 | +| 量 | = VT 下 带 二 
故 所 求 的 面积 为 


= ‖ vT 干 补 二 ydzdy 


， 其 中 各 为 由 直线 一 一 士 1,z 十 ?一 土 1 围 成 的 正 
方形 域 . 为 例 于 计算 , 作 变 和 痪 


111 


vv2 YY2 V2 ，Vv2 


一 一 一 一 在 一 一 一 一 -一 一 


2 2 
从 而 积分 域 变 为 由 方程 w 一 士 萎 2,o 一 土 蕊 2 图 成 


的 正方 形 , 且 了 = 1. 于 是 ,注意 和 用 对 称 性 , 即 得 所 求 的 
面积 为 


S 一 由 .二 王 于 wdzdy 


YY 本 
一 十 | vVT 干 下 二 wd 
外 一 二 


一 到 1 十 说 
外 | vIT 干 琴 十 二 基 Cir(CVT 二 5 十 四 
一 tnfv 十 3 一 za 
_w3 
-2a+ano5315 天 十 下 [lang wT 一 2 十 失 ) 
了 
一 mvi 直 王 一 odlw 十 半 
Lv 三 2 7vY 他， 
8 


人 


3 3 1 十 下 
EE(1 十 28 
ww 十 2 
EVD 2 VC 一 和 | ”二 5 ， 
一 一 3 一 一下， 
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=- 国 出 人 ln an V 2 


2 5 Da 1 
《1 十 ) 十 人 aret ， 
V 王 


= ) 入 换 1 2 一 如 
4044. 求 曲面 z 十 光一 2az 包含 在 柱 面 (z? 十 如 )? 一 2asry 内 


那 部 分 的 面积 . 
解 ”因为 


Js+i 和 (二 +(+(2 
一 二 v 到 十 ( 富 干 轴 ， 
六 积分 域 由 双 纽 线 王 = azsin28 围 成 ,于 是 ,利用 对 称 


性 , 即 得 所 求 的 面积 为 


s5= 上 +: 生 十 ( 阅 十 六) rdy 
区 a 
一 二 好 | 二 Vv 西 十 rd 
必 息 


一 去 | cea 十 sin2P 二 一 acdg 
32Jo 


汪 六 开 
一 过 直 {1 十- sin2 休 3zp 一 了 
自 
于 是 


ja 十 sin29Dzdp 一 上 [1 十 cos2( 丁 一 风 ]ag 
由 0 
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一 “ v 王 | os 人 一 网 cy 
6 4 
=- :2 vecosvd = 2 VZGint 一 汉人 | 
站 让 
页 最 后 得 
4 5 
刁 一 3 了 3 一 9 (20 3 1) 
4045, 求 昌 面 娠 十 嵌 = 归 被 平面 rz 十 zz 一 0 一 gz 一 昌 人 > 
0,7 > 0) 所 截 那 部 分 的 面积 ， 
解 因为 


Ja+| 芭 + 和 -+ 人 
于 是 ,所 豆 的 面积 为 


和 


己 
3 


4046. 求 由 曲面 翌 十 于 一 三 zz 十 ?十 = 一 2a(a > 0) 所 界 


物体 的 表面 积 和 钵 积 . 
解 ”曲面 的 交 线 在 Oxzy 平 面 上 的 射影 为 
322 十 3 一 (2 一 工 一 汪 于， 
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三 十 昂 一 了 9 十 260r 十 yy 一 2a32. 


令 
一 工 一 忆 ,， 一 工 士 闻 ， 
vv W 
则 方程 变 为 
必 + 
WA 1 


_ 
(2 3 Ta 

由 此 可 见 , 则 面 折 界 的 物体 在 Cry 平面 上 的 射影 
域 为 以 2a 为 短 半 轴 .2 v 3 为 长 半 轴 的 顶 圆 ， 

物体 的 表面 积 由 截面 和 截 出 的 锥 面 两 部 分 组 成 . 
对 于 = 一 2 一 z 一 yz VS 一 3 分 别 有 


岂 [用 十 | 器 | = Y， 
省 十 | 革 | =2 
于 基 , 物 位 的 表面 积 


3 一 由 ww Seray 十 [aero 
如 站 


一 (vv3 二 2。rv2c-2wv3a 
一 4r(3 十 2 YY332z 
又 所 截 贺 锥 之 高 为 
万 一 一 28 _ 22 
二 十 王 十 二 3 
(即兴 标 原点 到 平面 zx 十 y 十 z=2a 的 距 商 ). 于 是 , 物 
体 的 体积 为 


一 工 .4。 
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其 中 4 为 截 圆 锥 的 浪 面 积 ， 
4 下 iardy 一 2 2 3 
一 12mre2， 
因此 ,所 求 物 体 的 体积 为 
=- 工 ， na -2 一 Te 
0 
4047. 求 妹 壳 被 包含 在 两 条 纬 线 和 两 条 经 线 间 那 部 分 的 面积 . 
解 球 党 的 参数 方程 为 
字 一 玉 cosyros 久 yy 一 展 SDDS 信人 一 开 S 作 
其 中 忍 为 球 的 半径 . 因为 


2 各 二 [各 十 (各 


罗 2 
一 民 ;sin2e0s2 凤 十 妨 2CDs2 os 及 一 民 2Cps2 及 ， 
， 有 rr， 了 By 人 | 过] 2 
C 一 | 过 二 | 十 | 一 
[ 红 二 ( 刘 十 | 才 
一 民 2cos2im 用 十 及 35in2 和 in 网 十 恨 2cos2 细 
一 及:， 


一 民 isin 和 csWcos 全 inl 一 展 2singrosgeingwcos 护 

十 D 一 你 ， 
故 

v 五 6 一 王 一 及 2cos 扩 . 
于 是 ,所 求 的 面积 为 

8 一 | Reosyay 

用 内 
一 【二 一 用 fsin 和 一 sing) 六 2， 
其 中 名 及 兄 为 经 线 的 经 度 , 凡 及 内 为 顷 线 的 纬度 . 
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4048. 求 螺 旋 面 


一 CDS 有 yy 一 78Sinz 一 天 入 


其 中 0<r<a0<p 近 2 红 那 部 分 的 面积 . 


t 


解 因为 
=- 过 | 十 [到 十 [| 训 | =1， 
5 抽 才 和 es 
下 区 十 党 沉 十 宁 光 一 0 
故 
v 酌 二 严 一 v 闫 十 到 
于 是 ,所 求 的 面积 为 
S 一 | dg| THdr 
= 2x[ 访 v 严 干 柬 十 务 ImnGr w 卫 十 由 ) )] | 
xa v 枉 干 更 十 zizln2 二 Ye 一 十 和 


4049. 求 环 面 
工 一 (全 十 ecos 负 Jeos 旬 3 一 全 十 2c0s 凡 )si 作 ， 


z 一 CSingWka < a 扫 上 


界 那 部 分 的 面积 . 整个 环 的 表面 积 等 于 什么 ? 
解 二 


芭 ) 
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十 


2 如 名 十 至 才 
5 忆 入 避 


故 
YE 一 天 一 人 (十 acosg) 
于 是 ,所 求 的 面积 为 
上 一 | ( 十 cos 扩 ) 妈 信 
级 而 “ 


一 引 多 一 条 IC 一 狼 ) 十 EtSin 多 一 
SIimnegt 3。 
整个 环 的 表面 积 
上 一 上 | afB 十 acosdW 一 4， 
4050. 求 立体 和 由 ,在 这 个 角 里 从 坐标 产 点 看 得 见 
并 一 和 0N0SY 挟 80 SYS 人 ， 
若 & 很 大 ,对 于 吓 推 出 近似 公式 . 
解 以 原点 为 球 心 作 单位 
球 , 则 喇 即 为 该 球面 含 于 四 
面体 O 一 4B8CD 内 的 面积 ， 
其 中 4BC 是 以 下 、c 为 过 
长 的 矩形 (图 8. 49). 
取 球 坐标 系 , 曲 4047 
顾 知 ; 
V 瑟 一 一 cos 仍 
又 多 和 的 变化 域 为 


。 二 
0 所 间 委 arcstn 了 


ecDSs 交 


0 过 遇 扫 aTrcsin 一 一 一 一 一 一 一 . 
SS we 十 cieost 
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于 是 ,立体 第 


“一人 矿 上 2 Teosyjap 


= | 2 dg 
V 本 十 cc08 且 


| 


必 

皇 F 吕 LIL 本 站 vv 

| 站 WA 
1 
AVI 一 
arcsin| < 天 一 5sinarcsin AT | 
本 
YA 人 二 co 十 床 ) 

当 好 很 其 时 ,有 
te 


wa 十 ca 十 床 ) < 1 
人 [+ 二 


aresim 


于 是 ,得 上 的 近似 公式 
ac 


四 二 二 
人 


$ 5 二 重 积分 在 力学 上 的 应 用 


1。 重心 车 ze 和 为 平面 Cry 内 划 板 呈 的 重心 党 标 ,P 一 Ptz， 
>?) 为 昔 板 的 密度 ' 则 


To 一 问 |jerarayy 本 赴 由 warer 
| 
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其 中 好 = were 为 薄板 的 质量 . 
若 薄板 是 均 全 的 , 则 于 公式 (1) 中 应 令 P 一 工 
2"” 转动 惯量 ”二 和 了 分别 为 平面 Ozy 内 划 概 如 对 于 坐 标 轴 Oz 
和 ovy 的 转动 惯量 -用 公式 来 表示 
了 一 prarayb 一 | orarav， 《2 
其 中 忧 二 etzyo 为 薄板 的 密度 . 
于 公式 (2) 中 候 定 避 一 1 ,我们 得 到 平面 图 形 的 几何 转 惑 惯量 - 
4051. 求 厄 长 为 如 的 正方 形 落 板 的 质量 , 设 薄板 上 每 一 点 的 密 
度 与 该 点 距 正 方形 预 点 之 一 的 距离 成 比例 且 在 正方 形 
的 中 点 等 于 上 
解 。 取 坐标 系 如 图 8. 50 
所 示 , 则 密度 
忆 一 下 Y 开 十 六 


pop 一 振 2 vv 赤 干 闽 图 8.50 
若 引用 极 坐 标 , 即 得 质量 
邮 一 人 所 全 wa 十 rd 


= 血 v 了 [| az| ar 十 ja 
此 9 和 豆 了 
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4052. 


私人 ] 


号 0 R0s 扩 于 Si 儿 
有 葡 
-和 生 27 下 5 


人 工 
= 皇 -2 v 引 | 二 让 呈 zttg 由 
由 
= 人 2 V3 [二 请 时 
本 
十 六 In ltgg 十 v 1 十 证 兄 |] | 


= 乞 [2 十 valn(i 十 w 了) 


求 由 下 列 时 线 所 界 均 
习 惠 板 的 重心 坐标 ， 
2 一 十 ?一 2 
(ae > 0)， 

解 ”密度 2 为 常数 . 
积分 域 如 图 8.51 所 


对 于 坐标 轴 的 一 次 矩 为 
好 ,一 中 zaz 。 


_ 9 

2 一 一 到 Pa ， 
区 3 一 工 

id: 一 中 dz|: 3Gy 一 全 por 


于 是 ,重心 (az y 30 为 


上 21 


叶 ， 竹 4 儿 
江 0 a 了 0 一 证 王 4 


4053. wz 十 wy Ver 一 0y 一 0. 
解 ”质量 和 对 Oy 轴 的 一 次 矩 分 别 为 


四 fw -YA 1 
M= po| zz| Gy 一 二 Dot 
和 上 站 
fw AT 1 
于 是 ,重心 的 横 坐 标 为 
-及 -aa 
2 


由 基于 直线 y 一 实 的 对 称 性 知 
0 二 .一 瑟 ， 
4054. 好 十 妇 一 az 0sy>D0)， 
解 ”质量 和 对 Oy 轴 前 一 次 扫 分 别 为 


上 (等 二 ) 辣 习 了 和 
M= eol az| df3 一 中 一 工人 重合 科 


由 


到 ， 
一 3ozo| Simttcoszktezt* ) 
出 


一 3ozp| Gin 一 Sin 好 ec 
是 


-dotot3a. 1 5.3 .1) 开 -3me6 
3 74 2 一 和 ， 
8。 多 王 
站 fa 本 一 工 了 ? 玉 站 提 2 3 
ad 一 中 zdz| dy 一 中 开 (G3 一 字 了 )》 王 全 人 
昌 恬 外 
本 3 
一 ap| sin4tcossett 一 世人 


于 是 ,重心 的 横 坐 标 为 
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256a 
5 
出 关于 直线 y 一 工 的 对 称 性 知 
_，_ 2562 
宙 3 
* ) 代 作 换 工 一 acos2t 
4055. | 三 士 关 一 合 ( 线 图 )， 
解 此 曲线 在 第 一 象限 部 分 是 一 封闭 曲线 , 围 成 一 图 


形 吕 . 作 变量 懂 
和 
十 一 22costbsin20， 


， (0 扫 8 扫 志 ) 
3 一 2 rcoszbsin4g， 
则 厌 曲 线 方程 变 为 > = 1. 又 容易 算得 


自 
5 党- 径 记 rfsinsgcosz2 十 sin'gcos 9) ， 


故 5 利 用 3856 题 的 结果 ) 
- were 


于 天 3 
= 2 pe Csinsgosrg 
十 人 
一 42 p 序 B(3， 4) 十 于 BC4， 3) 


df， 一 [和 


= 到 中 了 *r| cosbsintgCsinsfeosrg 


是 
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十 sin'ecosiB)cp 
2 5 列 人 


一 训 语 AI “sinzgcos16c8 
有 
十 | Seinsgcosrgag| 
自 
54 
一 言 :2pCB(4,6) 十 有 (5.5)， 
于 是 ， 
一 4 一 三 绍 ， 五 (本 ) 十 (5，57 
上 证 瑟 (3 ,47 
由 了 于， 
Pd4)P(6) 3151 
846 一 FOOD 一 9， 
[PC5733 《41 
8G5,5) 一 0 一 0， 
PP 2131 
8(3,4) 一 一 FF 一 
代入 ,化 简 得 
,6103151 十 (41 的 
3 21319] 3 
局 理 , 可 求 得 重心 的 纵 代 标 为 
anay 
六 二 
必 一 一 一 2" 
和 好 | 区 1 民 
让 


4056. (za 十 妇科 一 262ry(T 人 0 0)， 
解 曲线 的 家 坐 标 方程 为 
z2 一 C23im2 


质量 和 对 2y 轴 的 一 次 矩 为 
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1 一 ww 


到 am 
=o| 2 re 


本 


双 
一 等 | sinzway 一 全 ， 
凤 


telrcz3y 


ES 


对 ,一 


可 
一 户 dg| 7 “YeCOSEr 
是 全 


了 
一 乞 | cosgain 主 2gxzg 
昌 


， 本 3 「 3 
一 2 | cosjgsinipdg 
自 


_ 
人 
由 关于 直线 ?了 = 工 的 对 称 性 知 


并 录 
0 一 3 一 有 
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* )》 利用 3856 题 的 结果 . 
让 057,r 一 GC1L 十 cas 他 六 一 0. 
解 项 量 和 一 次 电 分 别 为 


中 1 十 Os 下 1 
刘 一 中 dy| FE27 
所 站 
1 网 ， 
一 于 oo:| al 十 cos 的 249 一 一 oa2， 
2 站 4 
可 上 1 二 TD 
ad, 一 虽 ay| yzrCOSNEr 
入 外 
了 Ta 
一 | 《1 十 cosp)yscosgTP 
和 
_ 到- ， 
= 所 【|a 十 cosptdy 
一 | 十 cos2d9] 
昌 


互 所 
二 [az os 一 6 cossidi] 
总 3 


| 


ear 了 .5.3。1. 工 

一 等 [82 总 " 语 "二 到 3 
3 , 工 . 开 ]- Srea- 

1 一 二 人， 


《1 十 亚 ga 囊 
六 .一 中 吉 了， 的 
和 总 
3 Pr 
一 | (] 十 cosgssingagy 
四 
pa 《1 十 cos 中 ) 1 一 4 
日 辣 一 一 一 。 


3 4 3 
于 是 ,重心 的 坐标 为 
jd __. 5 Ad 16 


< 2 3 一 页 一 和 和 
4058. 工 一 at 一 sint)，y 一 人 | 一 gost) (0 委 上 到 28)43 二 
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解 ”质量 和 对 Oz 轴 的 一 次 矩 为 
性 了 2 
M = 中 dz dy 一 中 aa(1 一 cos 
中 自 自 
一 3mpa7， 
Zra 站 1 mn 
ji. 一 吉 dz 3 一 二 o| 2 
品 [] 性 
一 工 小 __ 7 
一 了 2 。 (1 一 cOst)3cz 六 pa 。 
于 基 ， 


4059. 求 贺 形 薄板 z 半 十 昂 委 位 的 重心 坐标 , 设 它 在 点 Mrz， 

妨 的 密度 与 型 点 到 44a,0)7 点 的 焉 离 成 比例 ， 

解 “ 控 题 设 ,密度 

5 一 V 芝 一 55 干 间 丰 为 常数 )， 
于 是 ,质量 为 
本 
M = dz|- VE 二 0 十 dy 
= cvV 区 = 二 部 十 作 一 中 


wa 2 
* lnf(y 十 VE 一 0 二 了]| 好 


心 

一 直 wa2edfe 一 2 wa 十 5 
一 t| [于 ma 一 站] 人 一 zzaz 
十 对 (a 一 rzn(VE 干 垃 十 v 了 jdx 
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一 一 下 十 所 


由 于 
站 一 可 v 五 C 一 人 十 z 入 二 2o(z 十 adz 
一 Y 卫 4 [一生 十 了 
十 公 (a 十 xz) 
一 ja， 
到 一 全 | antd -- 人 elmz 习 一 亿 | . 工 d 


一 全 aa * In2a 一 生 kas， 
万 一 丰 。 ?| 2 一 茹 )im 人 十 2a) 必 
一 soo| 和 nt 十 v 吏 ) 丰 
一 ska| pn 十 vY 瑟 ) 二 
十 zt| 人 ln 在 十 Y22) 直 
= 8ka2( 人 十 aln w2a》 
一 ska| 于 二 2 二 ezln v 开 | 
十 扩 | 妆 a :十 专 ostn 合 
一 人 has 十 Sm v 卫 一 人 aa 十 全 tasln2a. 


因而 最 后 得 
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一 于 pa 一 [ 上 kasln2a 一 ee] 
十 | 各 kes 十 -Suatn2a| 

.32 3 

一 9 ， 


仿照 上 述 方 法 可 求 得 一 7 


j14, = 『 af VE 二 05 十 Wedy 


四 一 32kus 


而 由 对 称 性 知 ,有 一 人. 
于 是 ,重心 的 坐标 为 
才 
一 0. 


4 
5 
4060. 求 由 变动 的 面积 的 重心 所 描写 出 来 的 曲线 ,所 措 的 变动 
面积 是 被 曲线 
3 一 v 22zr， 一 D， 世 一 到 
所 界 的 ， 
解 “变动 面积 的 质量 


于 是 ,变动 面积 的 重心 为 


3x -3 YX 
2 友 一 5 0 4 本 
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因此 ,重心 的 辑 迹 方程 为 


3 /5 5 1 
.0 一 4 本 .一 点 V3opr， 


此 即 所 求 的 曲线 方程 ,其 男 形 是 掀 物 线 的 一 半 . 
求 由 下 列 曲线 所 界 的 面 只 人 2 = 1) 对 于 坐标 轴 Oz 和 Oy 
的 转动 忆 量 元 和 也 : 


4061+ 元 十 类 一 1， 郑 十 芝 一 1，? 一 0 人 >>0 和 >>0， 
了 生 


严 0)， 
解 车 设 疡 演 乌 , 则 


1 六 
人 (本 一 六 ) 表 
| 过 dy = 12 1 
{ 一 寡 二 ， 曙 一 贞节 本 
并 dz 一 守 二 1 之 | do 
(本 一 电 ) 
本 1 
若 设 六 盖 亡 , 册 
一 下 ( 引 一 昂 ) 
人 一 12 一 1 
4062,. (z 一 6 十 (7 一 Ga 一 到， 工 一 0， 3 一 0 过 工 去 
三 ]。 
四 
和 解 了 = | 寺 32d9 


于 | ra 一 3as w2az 一 和 十 3aK2a 之 一 22) 
一 《2 一 2) 和 cz 
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= 总 [ez 3o 中 一 V2ox 一 生 
上 站 可 
寺 笃 arc sin 立 ?| 十 3az: 一 az ] 
自 


之 2 
一 革 | caaz 一 2 和 


一 好 4 开 了 | es 和 a 
al 1 了 了 如 COS 人 ecE 
一 好 41 1 ecosnur 
业 3Jo 
1 开业 6 一 
一 < 1 | 了 116 


5X》。 

利用 图 形 的 对 称 性 , 即 得 二 = 一 到 (16 一 5)， 
* )》 作 代 换 了 一 上 三 asint， 

4063.r 一 eat1 十 eos 凡 ， 


解 “曲线 所 界 的 平面 域 可 表示 为 
一 开 扑 1 有 4，0< 雪 上 和 4 人 1 十 cos 休 ， 


于 是 ， 
wm 十 coa 人 证 
了 一 | | rzsin pp。rdrC 


一 开本 站 


一 寺 os1 十 cos 季 48in29 光 


一 开 


一 2。 二 oj 十 4cos 十 6cos 和 十 4cos 
必 


十 cog4 的 Sin29ndg 
】 二 31 __ 21 了 
一 2 一 


Tt11 cos 缠 
了 一 | | 7z2CDS3。7C7rg 
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一 到 | [1 十 cos 的 COS28O 
了 


一 了 | Geose 十 dcos " 昂 十 8cOs 和 
十 4cos5 旬 一 cos 的 人 7 
49 


一 一 Tai. 


32 
* ) 对 于 任意 自然 数 , 有 


[eur- 上 cosrgdyg， 当 为 从 数 ; 
当 ?z 为 奇数 . 
为 算出 的 值 , 也 可 变换 被 积 函数 的 形式 ,直接 用 换 


元 法 计算 ,这 祥 较 简单， 
事实 上 ,我 们 有 


4 
了 一 光 | aa 十 cos 多 4sitnaad 
4 


_ 和 | im .将 冯 
= zsa| cos 人 24| 和 | 


一 rat| coszGl 一 COS8 人 Je 人 


扬 
9 7-5 ,3*11 芭 
一 2 10876 1421 12)32 
_ 21， 
= 字 e 


了 一 |a 十 cos 的 4cos29t 
心 


一 全 4 中 
一 条 | 1 十 cos 的 4 3272 


一 2 cossraz 一 xe: 


132 


4 
一 二 41。 


32 
4064. 人 十 扩 一 和 (2 十 开 ) 
解 ”曲线 的 图 形 关 于 两 坐标 轴 和 直线 y 一 了 是 对 称 的 ， 
参 媳 1542 四 的 图 于 井 线 的 极 坐 标 方程 为 


也 
7 os ET 名] 办 4 全 (0 安 ?9 安 2 


根据 对 称 性 ， 只 要 算出 从 P 一 0 到 9 工 部 分 面积 的 转 
动 懈 量 再 八 倍 起 来 即 得 结果 ,并 且 显 然 有 刀 = 五. 于 


是 ,我 们 有 
了 一 了 一 才 十 erdy 


Vs 


六 


一 -中 2 
_ 『 cdy 
《ecOS4 人 十 sin4g) 
_ 4 
128inzgros2g) 
站 人 
革 


2 [ 半 十 cosdp] 
半 秋 


| 


la 人 2 
0 【3 十 cosd 交 ) 
他 | 三 直 生 了 


9 1 十 于 cosz| 
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9 
本 
十 
可 
日 - 
下 
一 了 
* 》 作 和 代 换 工 一 4 


* # 利用 2063 题 的 结果 ， 
14065. zy 一 azy 一 26 一 27 2 一 了 (人 > 03 > 0)， 


解 作 代 换 zy 一 zx: 立 一 由 则 一 二 一 Ya 


且 雅 哥 比 式 的 绝对 值 17| = 芳 , 曲 线 所 界 的 面积 即 积分 
域 变 为 


2 人 
于 是 ， 
_ 3 一 8 |. 到 9 
1- 下 dzady | du 一 中 ， 
一 人 | 『 记 区 _ 3a- 
天 一 由 zazady 一 1 ， 于 人 5 


4066. 求 面积 3 的 极 转 动 局 量 
一 (rs 十 关 )dxzdoy， 


全 
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夯 积 s 是 由 曲线 
(十 如 入 一 2 
所 界 的 ， 
解 引用 胃 坐 标 , 则 面积 $ 的 界线 的 极 坐 标 方程 为 
关 一 Cszcos29y 


这 是 双 纽 线 . 利用 对 称 性 ,得 
到 aa 
五 一 | 十 央 )iredy 一 寻 az| 关 e 


FTC 


一 | seosamar 一 如 
4067. 证 明 会 式 
五 一 了 十 93， 
其 中 心心 是 面积 3 对 于 二 平行 轴 5 和 如 的 转动 惯量 , 其 
中 心性 通过 面积 的 重心 ,而 4 为 两 轴 闻 的 上 距离 ， 
证 ” 取 环 轴 为 COz 轴 :面积 的 重心 为 坐标 原点 , 则 


了 一 | 一 GD2wAety 一 en 
商 
一 好 aras jaaav 
呈 军 
因为 六 通过 面积 $ 的 重心 , 故 
6 一 二 yazay 一 0, 即 | yzzay 一 昌 . 
贞 阵 
到 
anar 一 Jo, | aray 一 罗 ， 
可 


于 是 ， 
天 一 工 ， 十 ce 
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40686. 证 明 面 积 $ 对 于 通过 重心 (0,0) 并 与 Drz 轴 组 成 角 
的 直线 的 转动 惯量 等 于 
工 一 Tcosie 一 27.sinacosa 十 Tsinea， 
其 中 7- 和 五 为 面积 3 对 于 Or 轴 和 @y 轴 的 转动 惯量 及 
L， 为 离心 惯量 ， 
了 rerer 


证 。” 今 取 直角 坐标 系 Or' y ,使 Ox' 轴 与 Oz 轴 的 夹 和 


为 w%, 则 有 
7 一 cost 十 36iney 一 一 Tsina 十 3CoSsa， 
这 就 是 旋转 变换 . 雅 哥 比 式 的 绝对 值 
1| 一 | 2cz 2 )| -1. 
万 (3 
于 是 ， 


了 一 yearay 一 1 sina 十 yecosaG)2pdrdy 
二 


总 


一 cosre | rodzay 一 2sinacDse 


* 中 ozsaray 十 sinra | arrazay 
[3 三 


一 了 cosze 一 27.sinacosae 十 了 ,sinzw。 

4069. 求 以 a 为 边 的 正三 角形 的 面积 对 于 通过 三 角形 重心 音 
与 它 的 涡 成 = 角 的 直线 的 转动 饥 量 . 
解 ”利用 上 题 的 结果 , 取 重心 为 坐标 原点 . 不 妨 取 2z 
轴 半 行 于 二 角形 的 一 条 边 , 则 过 重心 与 高 成 * 角 的 直 
线 , 即 为 过 坐标 源 点 与 Oz 办 成 " 弟 的 直线 于 是 ,要 求 
的 转动 惯量 为 

上 36 


了 一 Tcosila 一 27sinacose 十 了 .sin2a. 


由 十 三 角形 三 边 所 在 的 直线 方程 为 


3 一 和,y 一 3 < 
2 了 ww 了 3 
3 一 3zr 十 -二 ， 
ww 3 


所 以 ,根据 对 称 性 知 ， 
志 一 了 导 二 罗 0 
3 
-下 谍 (3 谢 ) 
__ | 一 3 兮 | ay 
一 2 一 Si 十 3axs 一 v 3 


如 证 
+ 六 
上 11 4 
=- 2 vol 冲 一 二 57 
一 raray = 站 
宇 
7 一 2 sz 人 dy 
本 
下 zz[| 一 v5z+ -所 | 十 了 2 ]dx 


-wa (ar 


3 
5 
个 


工 37 


4070. 


4071. 


]38 


= VS3ol| 站 一 本 下 2 


32， 32 ww 3 
于 是 ， 
一 一双 cossa 十 nze 一 一代- 
3 32 区 32 3 
设 有 水 翌 面 为 = 一 严 的 圆柱 形容 丹 关 十 曙 一 二 = 一 0 
求 它 侧 时 上 kz 芝 0) 水 的 压力 . 


解 ”用 亏 与 了 分 别 表示 压力 在 Crz 贡 与 品 y 轴 上 的 授 
影 ， 由 对 天 全 显然 有 了 一 0. 下面 求 蕊 由 于 cs 一 
acdbaz| 一 于 过 6 所 部 ] ,而 在 面 元 4S_ 上 的 压力 在 Ox 轴 
上 的 投影 <X 为 Csdz5ycosb. 于 是 ， 

区 一 -osous 一 oreoseaoaz 


一 “| 信 eeaao| * (| zz 一 @ 丰 2: 
半径 为 a 的 球体 滴 人 密度 为 & 的 蔽 体 中 的 深度 为 双击 
球 心 量 起 ), 这 里 天 之 a. 求 在 球 硼 面 的 上 部 和 下 部 的 湾 
居 压 力 . 
解 设 球面 方 稳 为 空 士 光 十 哇 一 @ 则 在 球面 上 的 点 
《 荆 。 光 4 区 处 沉 和 锌 体 的 这 度 吉 为 
可 一 路 一 2 【一 中 < 扫 二 < 扫 中 )， 

于 是 ,上 半球 面 S, 的 点 和 下 半球 面 8。 的 点 的 深度 分 别 
为 : 

4d 一 天 一 Y 丁 一定 干 河 ， 

可 一 疡 赴 YA 一 《十 邢 ). 
杠 据 对 称 性 知 , 压 力 在 Crz 轴 上 和 和 吕 y 轴 的 射影 均 为 零 ， 


故 只 要 计算 压力 在 Ox 轴 上 的 射影 . 液体 作用 于 球面 上 

部 和 下 部 的 压力 分 别 记 以 名 和 如 ,并 设 7 为 球 上 各 点 

处 压力 的 方向 ( 即 内 法 线 方 向 ) 与 Oz 轴 正 向 的 夹 萌 , 则 
疡 ;一 uaeooras 


一 一 于 [一 v 王 一 《二 困 dzdy 
王 十 评 二 轩 
一 一 praz6 十 | ww 一 地 r 呆 
生 回 
-一 Hirog+ [二 炙 VE 二 7 


天 一 学 | (2 < 0 表示 压力 向 下 ). 


一 一 028 
闻 理 ,我 们 有 
访 2 一 [aacosras 


3 


了 [下 十 vv 本 一 (于 和 drdy 
大 十 学 (ps > 0 表示 压力 向 上 )， 
4072. 底 半 径 为 = 高 为 吉 的 真 圆柱 完全 沉 和 密度 为 3 的 深 性 
中 ,其 中 心 在 液 面 下 的 深 度 为 上 , 面 圆 柱 的 轴 与 铅 垂 线 
成 <“ 钊 , 求 在 圆柱 上 底 和 下 底 的 入 体 压力 . 
解 ” 取 圆柱 的 中 心 为 坐标 原点 , 取 Ozy 平 面 是 水 平 的 ， 
再 取 圆 柱 的 轴 ( 朝 上 的 方向 ) 在 Orxy 平 面 上 的 投影 所 在 
的 方向 为 Oz 轴 , 取 zx 轴 租 直 朝 上 ,最 后 取 7y 轴 使 Ox 
轴 Oy 轴 和 Orz 轴 构 成 右手 系 . 
于 是 , 冬 面 方程 为 z 一 大 设 圆柱 上 诬 为 3 :下 底 为 
39 


一 RE3 
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S:, 则 5; 所 在 平面 的 方程 为 


sina 十 zcpsdt 一 全 ， 《1 
上 :所 在 平面 的 方程 为 
Sina 十 scosea 一 一 到 {2》 


在 点 4z ,yz 处 (z 委 中 泪 体 的 深度 为 天 一 < 用 所 7， 
和 2 分 别 表示 牙 体 在 圆柱 上 底 3 上 压力 在 Orz 轴 ,Oy 
轴 和 Ox 轴 上 的 投影 . 同样 ,用 屋 : ,7: 和 Z: 分 别 表示 在 
ss 上 玫 力 在 Or 轴 ,Oy 轴 和 Ox 轴 上 的 投影 . 显然 ,了 一 
7z = 一 4. 我 们 有 


成 一 一 sa 一 xsinacds 一 -asino|| 一 “cdS， 
3 S 
《3) 
Z, 一 一 ja 一 “Jeosads 一 一 acosc|| 他 一 2 
5 
(4 
由 局 式 知 ,在 9 上 有 
一 -1 (二 - zaina 
cos 辫 


于 是 ,注意 到 $: 的 面积 为 re ,可 知 


中 - z)dS 一 几 -也 ( 壹 - 


2 


ainaj jas 


忆 1 Slim 
一 已 一 了 cosa je 十 568 cos& 5 
也 .1 2 旦 | 
[ 2 二 2 十 cos 内 : 


由 于 二 上 za 是 3 的 重心 的 促 标 ,也 即 字 sina， 语 


zes 一 六 masbsine 我 入 即 得 


31 


ina 站 
ES 


me + 羡 ma 


?cosea 


je 一 gd 一 一 
31 


一 1 一 人 cosa FEG2 
以 此 代 人 !3) 式 与 人 4) 式 , 得 
必 ] 一 一 ra 一 cosa Simwy 
2 = 一 | 和 一 和 coaa cosa. 


同 理 ,我们 有 
扣 ， 一 -jw 一 &)sinacs 一 oo 一 8959， 


2 一 Jr 一 z)cosacddg 一 co 一 21da， 


再 注意 到 (2) 式 ， EN 


中 一 sds = j + 也 


允 十 zsina] ]as 


一 1 十 交 cosa Fe 
于 是 ， 
大 ,一 ro 真 十 cosa Sin 
Vs 一 | 上 十 cosa COSC， 


4073. 求 均 生 的 轩 柱 姓 十 区 雪人 0 委 < 安 产 对 质点 已 (0,0， 
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2 的 引力 , 设 圆柱 的 质 旺 等 于 M, 而 点 的 质量 等 于 m， 
解 ”根据 对 称 性 知 , 引 力 在 Oz 轴 和 @y 轴 上 的 射影 等 
于 零 , 故 只 要 计算 引力 在 Ox 轴 上 的 射影 Fz. 今 取 圆 环 ， 
其 体积 为 
dV 一 2mrrdrdrg， 
则 相 诬 的 质量 为 
1 一 2zrafarax 一 2 
欣 吧 站 
吸引 质点 厂 的 引力 
如 FF 一 一 raid 一 2 
纺 YY[ 天 十 人 一 将 于 
于 是 ,所 求 的 引力 
严 二 一 2 人 本 加 7 一 之》 1 
on WwWTr 十 (一 末 5 


一 _aemwf| 入 KR 一 将》 全 人 


cridr， 


_- | 一 二 二 三 一 dz] 
一 一 史 2 一 他 一 让 十 Y 天 二 本 二 条 
一 Y 枉 十 更]， 
其 中 下 为 引力 常数 . 
4074. 物体 在 椭圆 面 
把 十 总 丢 1 
上 压力 的 分 布 由 公 
一 名 2 
所 给 出 . 求 物体 在 此 面 上 的 平均 压力 ， 
142 


解 入 全 在 精 国 夯 上 的 下 的 压力 
ze 一 二 则 吕 | 1 一 到 一 交 drdy 


+ 和 < 


= 并 | 史 和 0 一 ragrdr 


_ 生 ， 。 声 0G 古 _ 各 
二 2 4 2 
4075. 草地 的 形状 为 以 < 和 旦 为 边 的 定形 , 均 习 地 六 上 蜜 眶 为 
二 千克 / 平方 米 的 砍 合 的 草 . 假设 运送 己 干 克 重 到 距离 
为 > 远 的 地 方 所 化 的 功 为 上 Pr(0<<13 要 把 所 有 的 
干草 聚集 在 草地 的 中 心 , 最 少 必 须 化 孝 少 功 ? 
解 不妨 将 坐标 原点 取 在 抢 形 的 中 心 ,Oz 轴 平 行 于 = 
连 ,Dy 轴 平 行 于 妃 边 , 由 于 将 面积 gray 上 的 草 移 到 中 
心 要 化 的 功 为 
ad 一 上 YE 十 dzdy， 
并 利用 对 称 性 ， 便 知 所 要 求 的 功 为 


一 mr 一 4hp 直 vV 三 十 多 dxzdy 
一 和 tt[ [| [Pearap 


下 和] 
名 2 
十 | rdradg] 


_ 二 户 acetg 吉 1 
1 (| 9 


0 eps 名 


站 1 
十 1， 5 “ 


但 是 ， 
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岂 “。 。 
at 1 Si 六 
si 加 人 2cos?9 


atttg 上 “ 


] | 弛 开 
十 季 梓 | 霹 | 3 + 和 | 
二 wG 十 环 十 工 ln 十 Ye 十 二 
2 十 到 姨 ， 


到 1 Cos 入 
上 59 加 2sinlp 


四 


和 
?| 客人 “过 8 |] GE 二 


ea Ye 十 工人 十 ve 十 严 
一 Ya 二 二 十 二 mn 瑟 ， 


252 
于 是 ， 我 有， 
灭 = 答 


二 了 


四 本 
中 2op v 二 于 丈 + on 二 -< 全 于 


刀 十 Y 空 干 束 |、 
吾 ， 


十 如 1n 


x*) 利用 2000 题 的 结果 . 
x* <》 利用 1999 题 的 结果 ， 


86， 三 熏 积 分 


1" 三 重 积分 的 直接 计算 法 ” 设 函 数 7(zyy'*) 大 连续 的 ， 


且 有 界 域 站 由 下 列 不 等 式 确定 出 来 : 
了 1 有 工 芝 Je 和 二 3akr]， 


2 和 工 和 (9 
其 中 入 人 zafzjsizryyDyzzrzy) 和 品 为 连续 男 数 , 则 数 .六 ,yy 
1 44 


了 


展 布 于 域 Y 内 的 三 晶 积分 可 按 会 式 
和 下 SET 


-站 dj Aeroyveas 来 计算 . 有 时 采用 下 面 的 公 


1 YE5Y》 


式 也 很 右 便 
jc ZetTEyezs 


= 上 二 工 | rersyvedyas， 


宇 KE 
其 中 心 (z) 是 用 毕 面 苇 = x 截 域 了 所 得 的 截断 而 . 
2 了 重 积分 中 的 变量 代 换 ”车 zyz 空 间 的 有 界 三 维 闭 域 了 异 且 
于 下 列 连 续 训 微分 的 函数 双方 单 值 地 反应 到 Cat 容 间 的 域 矿 
下 一 区 8] 7 一 了 [相反 ] 一 工 (bo ， 
并 且 当 (es EY' 时 ， 
了 一 已 (了 yz) 
下 人 二) 


则 干 面 的 公式 成 立 
下 eyeareoe 


天 0， 


一 由 ee @39(zso) KU ] |eeaoaor 


在 特殊 情况 下 ,有 :1) 圆柱 坐标 系 or: 瑚 ,其 中 


工 一 re0sfyy 一 rsinyz 一 矶 ， 


六 

了 ( 工 :yyz] 一 

了 (外 ， 

2) 球 坐 标 系 名 加 六 其 中 

巴 一 TCDS 多 0s 站 ,3 一 上 in 典 08 明 ,和 一 7 四 和 ， 
六 

2 -con 


1 和 5 


计算 下 列 三 重 积分 ， 
4076。 由-yzazdyaz, 此 处 了 是 由 曲面 = = zyyy = *， 


了 
zz 一 1z 一 0 所 界 的 区 城 ， 
解 “|‖->=azaraz =- | zaz| rds| eds 
下 凤 妖 
了 
一 
3564- 


人 TY 一 
4077， 用 多 于 5 ,此 处 Y 是 由 曲面 > 十 ?十 


1,z 一 0 一 0z 一 0 所 界 的 区 域 . 
czdydz 
角 由 二 和 


1 1 人 人 
一 ja dy|。 订 二 二 十 十 3 


1 


| 2 十 区 7 二 加 本 9 


j 

一 je 请 十 了 二 二 二 jay 
『 
| 


1 1 "a 
加 ,人 2 十 这 十 妇 < 
】 


[六 十 寺 + 适 直 可 ]dz 


-人 [- 立 c 二 二: lnd 十 二 ]| 一 


自 


1 5 

本 in2- 16 

4078. 让 zyzazrdoads, 此 处 下 是 由 曲面 科 十 站 十 二 一 1 开 一 
0,?7 = 一 0= 一 0 所 界 的 区 域 
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解 四 人 人 工作 3 
人 


YLze We 
| 江 | 3 >| ZE 
站 让 


有 


| 

一 六 az| 3 -2 
一 了 _ 一 工 

生 |.=G zc 一 148- 


4079. [到 十 各 十 至 j azdyac, 此 处 Y 是 由 曲面 


] 
让 
五 一 1 


证 2 
未 士 殉 十 * 


所 界 的 区 域 . 

解 。 设 P.,Q,,R. 分 别 表示 立体 了 与 平面 x = 常数 ， 
= 常数 ,= 一 常数 所 截 部 分 在 On,O--,O- 平面 上 的 身 
影 , 则 有 


吕 吕 地 
中 攻 十 扣 十 瑟 ] dzdodz 


日 人 [ 3 
一 六 二 dx avez 十 |. 瑟 d |eaz 
F。 全 


二 e EC] ] 
-人 到 4 二 训 人 
了 
十 珊 | > 1- 乞 dd 
C 
一 3， 4maBc 4FaBC 
15 5 
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#* ) 了 -在 平面 对 一 了 上 的 方程 为 


后汉 “ 司 
赦 其 面积 为 
大. 下 
驴 , 及 玉 。 的 面积 类 推 ， 


4080. 肯 v 环 干 了 dzdydts, 其 中 是 由 曲面 


zz 十 妈 一 zz 一 1 
所 界 的 区 域 . 
解 。 昌 面 在 Ozy 平 面 上 的 射影 外 为 圆 盘 产 十 史 安 |， 
于 是 ， 


引 WE 十 za 
了 
1 
一 [zzay| r 一 YE 十 yc 
四 I 十 外 


= | cv 达 王 严 m 二 DOdzdy 
一 和 如 ,erar 一 于 
于 下 列 三 重 积分 内 用 各 种 方法 来 配置 积分 的 限 : 


iD081]. | zz ee 由 ?到 人。 
解 ”有 界 天 Y 如 图 8.52 所 示 ， 
如 果 先 对 yy 积分 ,再 对 >,z 积分 ,如 图 8.53 所 示 , 则 
积分 域 在 Oyz 平面 上 的 射影 域 由 诸 交 线 
148 


友 一 0,z 一 人 十 2 
3 一 03 一 1z(z 国 定 ) 


图 8- 52 


围 成 .于 是 ,我 们 有 
[ee 7 92 JEx 
国 | | ezj reey 2 


1 1 - 证 
十 | dz| Axis)dy | 


HP 一 1 


了 = 苇 十 了 


1 1 下 
图 3.53 图 8.54 
如 果 先 对 x 积分 ,再 对 yz 积分 ,如 图 8. 54 所 示 , 则 有 


1 1 于 十 了 
jzz| dy| rzdz 
性 提 0 
149 


一 | (oj re 隐 
十 | | ecod 
。 ) 这 里 用 的 公式 为 由 Fez,yz?dzdyaz 


一 ja 【Keyaayar 
机 (rz 


4082 ff 人 2 espda 
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解 ”有 界 域 了 如 图 8. 55 所 示 . 

如 果 先 对 y 积分 ,再 对 zz 积分 ,如 图 a.56 所 示 ，, 则 
积分 域 在 Oyz 平面 上 的 射影 域 由 不 等 式 
| 委 = 委 1，VY 二 得 和 yy 委 Vs 人 国定) 给 出 .于 
是 ,我 们 有 


上 je 


1 1 Ye 
一 _， 守 册 二 | /5 工人 了 
二 区 三 一 坊 ( ?可 
如 果 先 对 = 上 积分 ,再 对 yz 积分 ,如 图 8.57 所 示 , 则 


有 


ae 全。 | esyeoe 
， wd VE Ye 


1 

一 | ez 4 VC 4 ed。 
。 上 eco” resyeaae 

解 。 如果 先 对 了 积分 ,再 对 zz 积分 , 则 积分 域 在 Orzy 
平面 上 的 射影 域 * ) 由 方程 

和 一 和 一 修一 区 
及 

了 一 人 一 13z 一 Tu 一 2 十 1 
所 表示 的 线 园 成 .于 是 ,我 们 有 

1 二 9 

| ee yz 


-eefrewon 


408 


Co 
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eve 
如 果 先 对 工程 分 ,再 对 =.y 积分 ,不 难 由 轮换 对 称 


关系 得 出 结果 。 

如 果 先 对 工程 分 ,再 对 yz 积分 , 则 积分 域 在 Dyx 
平面 上 的 射影 域 由 方程 

yy 一 1]z 一 0 一 wz 
及 


3 一 0 一 1 一 Vz 一 ve 
所 表示 的 线 围 成 . 于 是 ,我 们 有 


1 下 夫 
| 2 yy 
自 站 业 


一 | [| | ee + 和 2 
:ace 


十 | 可 dy| 二 Arsyadz 
* 这 里 采用 的 投影 方式 与 前 两 题 不 同 , 系 用 结果 


je， 多 ]G2tEyede 一 je Coy2D7Gy。 


用 一 重 积分 以 代 夫 三 重 积分 : 
4084. | ze| za| rod 


解 | 了 (de 一 上 esj < ee 
=- ee (本 
=- | rp pade 
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一 | 7 ( 中 Cr26. 


4085. | 4z| zy| “Feaar 


解 化 为 先 对 y 积 分 , 记 对 zz 积分 ,可 将 原 积分 表示 
成 如 下 两 部 分 : 


Jadefree Jerrea 
一 | zj] reoaz 十 | eeoar- 十 下 7 
一 jeo0aas 工 | epG-asdz 十 二 | 了 (=)gadgx 
一 re 1- 邱 | az 一 却 | en (2-x2ycdzi 
| dz| Ce GE 

1 < ] 三 下 


2 1 
一 | ez| se DC- 十 dd 
-| 


2 
= 上 CD)(GLaz 十 二 Ace)z| de 
2 
一 | Areepa- 十 (s 1)2 十 总 - 冯 (s-1)2ds 


1 靖 
一 二 | 《zfz-2)2dz， 
苹 v 1 
于 是 ， 
上 1 十 下 
jzz| er 子 (zeex 一 到 | Fe)(2-zz)ds 


十 于 | /ceoe-esae 
4088. 设 /rryz)y 一 严 (Tyyoz) 及 详 ) 古 ic 下， 为 种 数 ， 
求 ， 
153 


4087. 


154 


内 种 疡 
| dz| dz| Crzsyszyaz 
” 的] 出 站 ， 
解 | dz| 要 ?| (Tree 
村 吾 三 
一 | 好 | reryC-PGroseDas 
站 昌 


一 | CsCr,B,C)-PL(ropCJ-ECrBie) 
十 下 -和 CC 
一 开 ( 和 有 -下 全 CRCC)) 
十 可 fQ 直人 -下 [后 if 十 页 (号 
十 下 se) -Each 
变换 为 球 举 标 以 计算 积分 : 
册 到 二 到 下 Pdxdyaz, 此 处 了 是 由 曲面 
和 十 十 中 一 有 
所 界 的 区 域 . 
解 令 了 -= reosgrosl,y 一 rsingrosg%,s 一 rsing, 则 曲面 
2 十 加 十 空 一 xz 化 为 > 一 sin 儿 从 而 
Y0 生 9 扫 27:0 委 V 委 本 ,0 袜 > 宝 siny 
[了 7 一 天 cos 多 。 
于 是 ， 
由 v 过 二 部 下 elaadyaz 


可 于 EL 划 
一 | -gj ae CO 的 
和 6 


=- 工 『ee si se 一 二 
一 玫 ]， 列 . sm 多 = 后， 


4089， 


1 WAL 
| zz 争 y VATRR2 ct， 
解 ”变换 为 球 坐 标 , 积 分 鹉 了 为 


0<Vg 挟 : 4 委 用 委 开 ,0 执 > 的 了 


-| 十 吉 | 产 CO8 肋 ， 

1 

Psin2War 

二 - 了 工 则 四 者 
5 4 2 2 


和 esinsd 


一 三。 na 
一 了 2 本 5 昌 


图 8,58 


= 下 V 3 
于 积分 中 变换 为 球 坐 标 
由 Yi 十 好 十 2Crdydz， 


此 处 下 是 由 曲 甸 > = 妇 十 虹 人 这 汪 一 1] 一 0z 一 
0 所 界 的 区 域 . 
解 引用 建 坐标, 由 = 9 ] 3 0 知 :0 关 : 多 去 : 


到 
丈 (到 8. 587， 
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又 从 原点 引 半 射线 ,由 曲面 = = z 十 交 穿 进 ,平面 
一 工 穿 出 ,于 是 ,得 > 的 下 限 为 r 2 的,r 的 上 限 为 


而 多 的 变化 域 由 = 一 0 到 < 三 于 十 如 


= 二 
二 1 所 决定 , 即 

用 扫 作 扫 arctg 二 ” 
于 是 ， 


中 区 ww 和 十 撒 十 呈 JCrdos 
下 


子 ret 羡 汪 
一 | 可 reosiectgi rrerCryayr 。 
自 二 


攻 为 一 1 对 应 r 一 555 一 富士 办 对 应 
Si 人 Sin 几 加 1 
一 os 路 , 故 555RGET 一 csi :有 光一 arctg 5 


4090. 进行 适当 的 克 以 计算 三 重 积分 


中 Af 1 到 dzdyde， 


此 处 为 酉 球 到 aa 


解 作 变量 代 换 
工 一 arcos 织 D5 信 ,一 交 rsingcos 有 ,一 crsin 罗 ,出 有 | 站 一 


acrzeosgy , 旦 对 于 站 的 言 部 分 有 


0 所 : 罗 扫 : 
于 旦 ， 


本 ,0 秋生 委 于 ,0 所 > 所 1 


186 


广 -一 
由、 1 - 本 瑟 - decoyctz 
1 
一 s| az | CEBcrecos 芭 WPecdtr 
在 息 


1 开 
一 4| eacz2z w -天 cr 一 4rabc| sinztcoszdz 
站 册 


一 开 科 | (1-cosdo)d 一 一 < 
4091. 变换 为 圆柱 坐标 ,以 计算 积分 


ce 十 扣 )Gzdydzy 


此 处 妾 是 由 曲面 验 十 开 王 ?zz 一 2 所 界 的 区 域 . 
解 今 了 一 rcosg 旬 7 了 一 sinpiz 一 & 风 于 十 到 二 六 化 
为 天 一 2. 积分 域 
7:0 扫 YIS2r0S 和 rr 扫 2， 
| 了 | 一 >. 
于 是 ， 


人 2 
中 ce 十 yclzrdydz 一 上 dg rr 。 ra 2 旭 芝 
品 册 
风 


工 
了 


好 


产 


到 守 z 实 2 


4092. 计算 积分 
川 razavez 


了 
批 处 了 是 由 曲面 zx = az 一 yy 人 100<a 所 站 
zz 一 azriz 一 有 rl0<a< 红 有) 一 真 (0) 所 界 的 区 域 . 
们 


解 。 作 变换 训 一 “二 一 一 则 一 卫 少 一 
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1 ，。 
\/ 兰 ,z = 必 从 而 积分 域 灾 为 

Vi 二 ws 二 交 as 二 5 福 10Sw 挟 和 
晶雅 哥 比 行列 式 


始 】 
4 
于 一 | - wm 0 上 一 到 和 
2 WwW 于 2 人 
总 吕 1 


于 是 ， 
由 rd | iao| do| 1 cz 
， 人 工 
有 自 站 2 
1 


4093, 求 积分 
zx Ce， 


其 中 位于 > 0y>> oz 之 0 这 一 者 限 内 目 由 下 列 曲 
面 所 界 ， 


了 十 3 1 十 
一 全 四 于 
7 天 


一 pzf0<a<bO<ac<pi0 一 下 所 1)， 

是 
解 作 变 换 二 十- 其 4 工业 5 过 一 吕 , 则 z 一 A/ 
由 一 vi 一 ulo 一 十 


了 和 一 人 一 一 Cry 


, 且 
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1 加 
2 YU 2 YY 名 
了 一 站 Ya Y 是 
。 2 wo 2 ww 
|w 二 辣 v[w 十 基 ] we 1 吉 | 
四 工 | 
= 到 2 十 万 |， 
7 二 二 zx 二 二, 人 二 o 生 22a< 二 wo 二 有 
于 是 ， 


| aidWeCte 


愉 


网 上 8 
一 上 du| va “+ 二 十 ju 
二 机 本 硬 地 


= 绰 | 京 - 声 Co0 [paol1 十 二 哺 | 十 tn 呈 ]， 
4094, 求 函 数 


FT 一 2 十 裕 寺 
在 域 下 十 江 十 委 工 十 2 十 zx 内 的 平均 值 . 
解 域 王 十 良 十 生 呈 十 十 了 寺 = 即 


下 + 让 


_ 二 va| -~ Yv 3 
作 变 换 :r 一 recoseeos 终 十 半 ,? 一 rsingeos 凡 十 到 , 一 


于 十 rsing, 则 有 
159 


下 一 六 je 十 3 十 Tie， 
和 
三 3 


__ 工 [ 产 | 一 六 ， ， 3 ， 
普 j 2 < rzCDs 胃 ( 十 > 

十 rsSin 几 十 roOsGrOs 仿 十 r8in9ros 风 Je 

x v 科 

1 产 | [3 1 3 2 

一 记 |，d9 < reDS 几 | 本 十 二 | 

全 3V3 

一 萌 jj 。 2 Casez 岂 

pr3w3 

Th 10 2 

-1.3Y3 2 3Yv3r_ 日 
人 5 疡 了 科 5 5 

4095, 求 青 数 

区 2 2 

有 + 

ya 一 允 


在 域 瑟 十 六 十 所 所 1 内 的 平均 值 
解 “由 于 域 V; 到 十 路 十 于 去 1 为 酉 球 ,其 体积 等 于 
了 zabe , 故 平均 值 


涛 作 恋 换 :rr = arcpsiDs 昌 9 一 有 rsin 人 08 儿 
crsin%, 并 利用 对 称 性 , 则 
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4096， 


- 3 到， 人 全， 人 ，， 
一 村 o = | < 中 4gj| ape PCOsg 


了 1 
(| COSWett) (| Pre) 


一 34e:2). 
利用 中 全 定理 ,估计 台 分 
好 一 CCdydtr 


VC 
之 和 值 .其 中 o 十 于 十 导 人 下 
解 由 积分 中 值 定 理 , 有 
一 由 _ Eee 本 
四 下 -人 和 上 《3 可 得 十 【2 
加 1 .4 
VE 
其 中 站 十 开 十 基 所 天 ,南天 画 数 
AR-QE 十 【十 《z- 和 
代表 点 (zyyyz) 与 点 (abc) 之 间 的 上 距离 ,显然 在 域 2 
十 如 十 于 妥 司 中 此 距离 的 最 小 值 是 v 旺 干 妈 十 司 -及 ， 
最 天 倩 是 ve 十 至 十 持 十 尽 , 并 且 只 在 一 个 点 达到 最 
小 值 ,也 只 在 一 个 点 过 到 最 大 值 .因此 ,本 数 
1 
Var 十 《 间 十 【sz-C3 
在 域 和 十 网 十 主 近 及 中 的 最 太 值 是 
1 . 1 
-二 让 太 下 训 及 /最 小 什 是 wii 十 本 十 ec 十 玉 ' 井 且 
只 在 -- 个 点 达到 最 大 值 , 也 只 在 一 个 点 达到 最 小 值 . 我 
们 证 明 41) 式 中 的 中 值 不 可 能 是 函数 的 最 大 值 , 也 不 可 
161 


工 慌 3 ， (1 


能 是 函数 的 最 小 值 ,事实 上 ,例如 ,若是 最 大 值 , 即 
] 
Ye 开 十 〔 信 5 十 【ec7 
1 
vV 二 于 刺 二 二 R) 


帅 赴 上) 式 知 

TryeGrGoee 一 癌 ， {2) 
十 府 十 3E< 民 2 
其 中 Fryyyz) 一 1 


v 本 二 页 十 怀 
1 
AT 
显然 ,在 焉 刀 十 谨 十 呈 委 本 上 大 ryc) 芝 0 后 7 
yz) 为 连续 函数 . 于 是 ,由 (27 式 知 在 域 了 上 十 史 十 巡 守 
玉 : 上 必 有 Fryyyzy 三 0 这 显然 是 不 可 能 的 . 因此 ， 
二- 1 
ww 本 干 间 二 三 十 及 ”wwS2 王 十 (六 贡 下 人 
1 
二 ， 
v 二 下 交 寺 二 一 R 


即 
wV 本 二 康王 呈 归 < 二 YEai 十 (六 人 十 全 ce) 
< ve 二 更 二 三- 十 只 ， 


故 

WE 和 十 【9 本 《和 ce 

一 Y 枉 十 素 十 下 十 囊 ， 

其 中 1 人 1 天 1. 于 是 ,由 (1) 式 得 
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4 及 ， 
”了 让 下 E 二 全 
4097. 证 明 : 若 明 数 .Arvysz) 于 感 了 内 是 连续 的 且 对 于 任何 
的 威 四 筷 克 


由 reesyazaayas 一 人， 


则 当 ( 人 (rs 后 时 ,rzr3ye)y 三 0. 

证 “用友 证 汰 . 若 当 人 zy 生 下 时 ,zy 天 昌 

不 朱 一般 柱 , 设 对 于 站 的 某 内 点 《rosyoyzo), 有 Frzo， 

yzo 0 则 由 于 Fr,yz) 的 连续 性 , 故 存在 点 (ro， 

yzn) 的 某 个 闭 邻 域 w 所 站 ,使 当 (z3z) E wy 时 ， 
Try Dr 全， 

这 样 一 来 ,利用 中 信 定 理 , 即 有 


由 Aeroyyzazasae 一 (9 0， 


其 中 ( 属 ,7 人 反 o 所 节 这 与 假设 
上 Feryveazndyaz 三 好 


孚 汗 ., 因 此 , 当 (zryyyz) 和 站 有 时 ,yz 二 由 ， 
4098. 求 王 (的 ， 设 : 
《ay 人 ) 一 掉 7 十 庆 十 zadzdyedz 其 中 7 为 
十 3 十 本 
可 微分 函数 ; _ 
CODPG) -由 Arzyzyardydz, 其 中 7 为 可 微分 函数 ， 


有 :xs 


解 《ce) 作 球 坐 标 变换 得 
T63 


一 下 了 (十 妇 填 呈 GTGE3Ctz 


F 3 二 zc 


一 8 | oswag| Fr23yractr 

= 4z| 《rzr2 rcry 
于 是 ， 

有 =- 2 

[5) 作 变 换 字 一 上 引 ,y 三 地 :z 一 引得 
下 从 ) 一 l 【 工 Jz eecde 


避 上 
3 
| 


一 由 CE DEVect5 ， 
本 


一 3 肆 F 六 EeetTet 
3 
0 
十 3 由 FE 
口 二 EL 


人 0 工 9ss | 


Des= | 


一 六 [Fe 十 由 所 (zyeJzyzctrayats ] 


0 过 TS 
人 sh 委 寺 
8 交 空 二 


企 人 0) 
4099. 求 


TGS 
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其 中 天 , 声 为 非 负 整数 . 
解 ”分 两 种 情况 : 
i。 设 ma 关 中 全 少 有 一 个 是 奇数 , 例如 , 设 疡 为 奇 
数 . 于 是 ， 
一 | 1 


3 1xss< 1 


一 由 TECNTEYCE 


十 站 TRACE 一 五 十 了 >， 


二 
今 在 积分 大 中 作 变 量 代 换 工 一 xiy 一 oz 一 -o 则 
也 (zz ， 
Pay 一 -1 从 而 ,注意 到 户 为 奇数 ,可 知 
天 三 - 由 zuneedadudam 一 -五 
史 4 


于 是 ,了 一 了 一 忆 一 ， 
ii 设 可 a: 吉 二 为 价 数 . 此 时 被 积 函 数 妆 坟 关 于 三 个 
坐标 平面 皆 对 称 , 于 是 ， 
工 一 于 证 由 3 全 下 请 3 全 避 
二 3 十 
一 8 THCEZ。 
引用 球 堂 标 ,z 一 rcosy cos 凶 yy 一 7rSinp cos 攻 ,二 一 
rsing, 得 


ARAEACLOd 
十 闻 十 siss1 
工 忒 Dzze0g 字 0 


于 站 王 
一 上 soso “osw is+1gsinegict 
站 


1 
本 | 了 四 ” 习 十 放 十 2 人 
如 


| 中 [于 二 


本 


] . 寺 ， ! 
”了 十 天 十 声 十 3 中 [ 邓 十 2] 
2 
权 十 于 十 2 | 吉 十 下 
r 用 和 | 


1 
2 r| 亚 士 2 邯 纪 二 3 
2 


工 
4 十 天 十 声 十 3) 
[和 
于 一 “二 才 | 

之 


| 

1 
4( 丽 十 基 十 站 十 3) 

《2-1)11 CR] 《二 711 ,Tv 元 


2 2 2 二 
“十 车 尹 十 1 
2 二 证 十 了 ww 
好 


一 人 澡 十 元 十 六 十 3) 
(or-1)10 (1)1IT，(Cp1)51 
“ (十 部 十 声 十 1311 ， 


疏 
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了 一 由 Treed 
2 史上 zs 
__ 4 (Ce17)11 (站 -13711 
旗 十 岂 十 关 十 3 ft 十 天 十 声 十 1244 
# ) 利用 3856 题 的 结果 ， 
4100. 计算 加 里 村 里 各 分 
| 杆 92r 1-y-zDTiIYez 
双 


( 疡 人 DO DT DO)， 


此 处 站 是 由 平面 zx 十 y 十 = 一 1,z 一 0iy 一 0 一 0 所 
界 的 区 域 ,假定 
了 十 十 & 一 有 yy 十 过 一 人 一 区 
解 ”由 假设 知 
一 上 (1.7 一 (一 上 人. 
在 此 变换 朱 可 求 得 上 | = 台 ? ,并 且 积分 域 了 变 为 ， 
0 委 魏 10 入 ?3 入 1;0 禄 委 1| 
于 是 ， 
用 era-r-ysyaraya 


- | 1d6| mr CLDPDoaz 
息 


| 
一 玉 ( 力 二 ge 十 r 十 3 十 1 有 (十 了 十 2 方 十 1) 
“有人 rr 一 1 十 ]) 


(起 十 十 > 十 3)，Ps 十 1) 7 十 了 十 2 
(由 十 和 辣 r 十 5 十 4 大志 十 2 十 和 二 3) 
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.六 十 ]) Cr 十 1 了 (十 1) 
机 
(PP 十 DPK 十 TDPG 十 TD) 
国 (证 十 十 干 全 ， 


NA 7 利用 三 重 积分 计算 体积 法 


域 的 体 和 Y 出 上 公式 来 赤 示 
YY 一 | 全 人 
上 


求 由 下 列 曲 面 所 界 的 体积 : 
引 101.= 一 和 十 好 ， 一 21 十 2 一 -roy 一 下 
解 域 六 为 
0 生生 过 1 嫉 芝 3 二 了 十 及 生 区 十 232， 
业 


故 体 积 为 Y 一 je dz 


的 
-区 


一 | dz| (十 dy 
站 了 ~ 


二 日 荆 。 3 工 v 要 工 
| 3 3 


1 1 -下 | 3 
= | 地 5 一 匣 
帮 jD2. 一 工 十 3 有 一 wy 十 yy 一 1 一 0,y 一 0 


解 城 7 为 


日 还 过 10 和 过 有 1-rry SS 二 工 十 了 
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1 3、 
一 上 [ed-z) 十 Ja 一 广 
* 内 方 0 过 去 六 故 有 :zy 近 = 执 工 十 光 


绊 103. zx2 十 zs =-- 2 十 一 土 er-y = 十 ea 


强 - 了 AL 
解 了 一 引 dj | 人 
和 扯 
一 sc Ac ca 
和 


-8 了 vv 证 旦 | 
ge WA 十 Zarcsin 二 ] ， 


十 C-r2? 主 | 


自 


了 


3 (3r-d4)， 


4104. ce -= .72 十 3 二 WE 十 移 [e 0)， 


解 ”对 立体 TY 在 Ozy 平面 上 的 射影 作 极 坐标 变换 
一 CDsg 也 一 78 
则 域 站 为 


0 关 9 反 280<sr 扫 4， 


且 有 17| = 关于 是 ,体积 为 


三 


SS 2 sr 


全 


-一 2x 


3 
六 
扩 亲 # 一 一 
低 提 


引 105. az 一 加 人 2 一 2 一 0 一 0 D)， 


解 南 az 一 ad 一 Di 一 Dus 二 虽 所 界 的 体积 
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3 2 


一 工 - 史 
1， 一 中 | “ 二 立 好 之 红 


十 3 9 
工 演 小 ,yy 荆 日 
于 ，[e 人 3- 了 HG3 
一 表 一 一 一 
由 人 妈 rdr 8 
由 = 一 ax 一 0 一 0 一 0 所 界 的 体积 广 
3 
TY， 一 中 Getyete 一 上 dz| 与 网 和 
和 总 0 总 扯 


开 十 上 王 芝 性 
工 ==03 节 有 全 


于 是 ,所 求 的 体积 为 
Y 一 TY: 一 末 (35 人 4 
4106.z 一 6- 一 vY 十 了 


解 。 引用 圆柱 坐标 , 则 域 Y 为 
0 乓 9 过 27:0 扫 rr 去 2 雪 二 所 6 人 


于 是 ,体积 为 
一 dj 六 > 
一 3x| erreoar 一 汪 


于 二 二 二 下 国 隆 旦 标 .内 计算 曾 夯 所 办 的 体 可 
4107.z2 十 始 十 于 一 26g4t2 十 育 扫 寻 ， 
解 。 变 接 为 圆柱 坐标 , 则 有 
广 十 2 一 2oz 相关 雪 守 ， 
0 为 
二 交 雪 2T， 日 二 r 扫 Gor 扫 委 引 十 VE 


于 是 .体积 为 
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Na 
- 和 一 | -| rr 二 科 
一 2zj 十 Ye-r2-r)cgr 
-zx 全 了 ez 汪 台 | 
* 球面 的 方程 应 该 是 = 一 a 士 ve- 天 , 人 国体 向 Y 的 
一 部 分 为 球 妈 十 曙 十 时 = 2ex 的 上 半 部 , 故 取 
过 一 好 才 Ya 
让 108. (xz 十 天 十 环 庆 一 (rs 十 如 -xz2)， 
解 变换 为 球 坐 标 , 则 域 Y 的 十 部 分 为 


0 委 9 扫 可,0 拉 少 走 本， 0 srSG wos28. 


于 是 ,体积 为 
一 8 尼 cj ， 1 os4czr 


一 人 | cosg Geos2g)idy 


得 下 人 


一 2 (1-2sin2f)Ea(sin%) 


和 | 全 (2z2)3az 


dr 】 到 


号 WwW 9 5 


CDS4tett + 
dreg 3 1 
3 本 42 21 
x ) 作 代 换 2 工 一 sint. 
引 10， (十 姑 十 天 一 3ryx， 
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解 立 司 在 第 ,第 二 ,第 六 及 第 八 寿 限 内 ,对 十 这 些 
卦 限 分 别 有 ， 
了 裕 0 人 viDyS0 人 0 
了 六 0 0 Doy Doz<s0 
立体 在 这 四 个 卦 限 内 的 各 部 分 ,一 对 “对 地 对 称 于 坐标 
轴 之 一 -这 是 因为 霸 端 及 右 庄 当中 的 任何 两 个 同 
时 变 蕊 时 等 式 不 变 ， 

变换 为 妹 掌 标 , 计 算得 体积 


工 去 洲 二 Jeew? 各 O3 到 UL 了 1 站 
一 4 dy | 六 zcOSGCt7- 
看 用 台 


工 
也 
凤 


一 4 cosssineagl COs3Sineez 风 
看 


-| 本 人 | 1eosyg| 引 = 到 
引 1 守 十 虹 十 旦 一 6 十 姬 十 娠 一 六 二 入 一 2 人 z 党 
DO< er< 户 ). 
解 “变换 为 球 华 标 ,得 域 V 为 
0 过 9 所 31， 本 抽风 赤 


于 是 ,体积 ， 
Y 一 | cj :ap| reosyer 
一 2 | 上 eem| (= 


-2 一 2 人 一 人 


了 a < 妇 r 雪 记 


在 下 列 各 例 中 最 好 利用 普遍 的 极 从 村 
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4111. 


4112. 


六 的 及 郧 (六 0580 雪 六 过 2 一 
根据 下 列 各 式 来 引入 和 们 
之 一 Qrcosegcps 网 ， 
一 sinegeos 人 ， 
z 一 crsin8W 


(aocya 月 为 常数 ), 并 且 


记 光 光 一 apBapcrcos 由 刘 ” Tos2 办 ip” 儿 
计算 下 列 遇 面 所 界 的 体积 : 

刀 | 

6 | 本 


解 令 了 一 Qircos 尼 ns 明 ,y 一 有 Si 人 psWz 一 crsin 多 ， 
则 域 的 十 部 分 (第 一 封 限 肉 ) 为 


死 


0 委 9 委 本 ,0 所 风 委 到 得 近 了 委 < Seosyeosy. 
于 是 ,体积 为 


7 一 直 2 fy cr Cos 好 
422pc 加 本 
一 弛 下 cosgdp] | | | 下 
TEN 
四 
_ | 六 < ， 台 过 
2 | es 一 


解 今 了 -= arcosgreos 邮 ,y 一 六 singcnDs 攻 ,z 二 crsin 风 并 
利用 对 称 性 , 即 得 体积 


了 所 cos 锡 
TY 一 szo| ay Cecreeceaget 
自 扬 昌 
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ww 世 .az 和 ， 
8 2 区 | costyay 
_ rage .3 .1 . 开 - 
3 “本 2 2 的 
二 号 3 号 元 2 世 名 
4113. 志 十 区 士 到 一 1 二 十 一 区 


解 令 工 一 arcosgyy 一 rsingyz 一 *， 则 > 满足 方 得 
王 十 天 一 1 一 0， 


解 得 一 /3 二 了 于 是 ,体积 为 


四 YY5 一 1 AL 
Y 一 | < 咱 abrar| 全 


2 


5 


af 1! 四 
一 2rabe| ”gw 一 一 天)Gr 
帮 


一 2zratcf 一 3 (1 一 72) ] 


5reacf3 一 5) 
- 7 . 
宇 了 mr 
4114. 吉 十 训 十 去 一 | 


匡 


解 。 念 工 一 arceospoy 一 grsingsx 一 x* 则 得 体积 


3 1 0 2 
一 | < aprar| ， 妇 交 
卫 己 


ct 一 rz 二 


一 4raic| rd 一 729cr 
让 
] 
一 4ralc [ 一 EN 一 2 ] | 一 三 ralc 


4115. | 至 十 其 | 十 副 1 


好 
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了 四 1 
解 今 了 一 arcosjcosil9 一 权 sinipcoszgy， 


< 一 crsin 坪 0， 
则 有 17| = 言 etcrssin 孝昌 寺 域 Y( 第 一 赴 限 内 ) 为 


0 委 9 委 可 ,0 所 % 科 了 ,0 科 r> 所 1 
于 是 ,体积 为 


至 信 ，P1 ，。，， 人 
了 一 8 28 | 三 aacrssin 至 由 gr 
日 站 0 马 


*) 利用 3856 题 的 结果 . 
x x ) 利用 余 元 公式 :PCaDPGL 一 站 一 -一 


利用 适当 的 变量 代 换 ,以 计算 由 曲面 所 界 的 体积 (假定 
参数 是 正 的 ) ， 
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囊 C 1) 
解 令 了 一 wzrcoszpeosty 一 Brsinzyp Cos? 太 ， 
zx 一 Csin% 则 有 | 了 | 一 4abcrscospasinp coszbsiny ,日 域 
为 
0 冯 : 多 所 


4116. | 过 十 过 十 二 | 一 无 十 二 全 > 0 > 0 > 0). 


2 
四 百 . ， 
0 委 r< 雪 | 让 cos 有 十 二 sin 
于 是 ,体积 为 
至 P 配 于 cos2 十 扣 in os 
T = | 5 “ 名 46cr2cos 和 Sin 0s3inwtr 
用 = 日 疡 


0 二 功 去 


忆 | 


COs 网 ， 


节 1 3 
一 二 ie CDS 久 sing| 全 coszg 十 了 sinag 如 
3 8 鼎 虹 
。 je 
一 一 硅 ope 二 CO87 芭 Sin 多 过 
15 “ 抽 sinp dg 
十 随 2 石 CDs 和 sin 人 他 
十 3" 虽 v Sin3gp 好 9 

贞 2 靖 6 


号 1 
十 3， 2 下 


=- 卫 1 2] 
ob| 吉 生活 二 3， 和 “ 殉 十 3 有 天 " 允 
加 | 三 下 如 
-全 多 


*) 利用 3856 题 的 结果 . 


4117.| 夺 十 半 十 三 | = 2 Crz>0y>oz>>0). 
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解 。 今 了 二 arcossros 及 ,一 和 sin Pos 二 ， 


= 一 ezrsin?, 则 有 | 下 一 4apcrcos 和 ingros 同人 ， 县 咸 站 


玖 罗 ， 
王 ， 0 了 扫 cos2gsin2gos4gWsin 公 . 


ou2qatnz 了 osd isn _ 
| Fr2e0sg6jngros2WsiDWadr 


“cos1596ip7wety 

息 

加 4 和 了 了 (4 (4 87(4》 
3 2 T(8) 2 5122) 
1 


3131 . 71，31 epc 


一 人 eic cosgsinreagl 
放 


3 7 1 ”554400 
x*》 利用 3856 题 的 结果 . 


世上 十 证 二 | 三 | = G>03>0z 六 0 
解 今 工 一 arcoseros 凡 ,3 二 Brsinzgcos 节 ,z 一 crsinyy， 
则 有 17 三 2a8cr2eosgysingrcos 节 ,上 且 域 了 为 

0 运 9 扫 开 ,0 所 几 生 于,0 拉 7 裤 寺 
于 是 ,体积 为 


zz rz 让 
Y 一 2opc| ar ae| ricos 侣 ingeeose%dr 
六 自 所 


一 人 apc| cosysingdp| ,cosydy 一 3apc. 
扯 了 
4119.z 一 三 十 各 二 20 和 十 好 Jry 一 晤 yy 一 32 7 一 23y， 
2r 一 yi0y > 0)， 
解 令 z= 一 HE 十 如) 二 woT 一 3 出 


T77 


子 一 YY 3 一 一 吧 二 二 
恋 换 的 雅 哥 比 式 为 
we Van 
2 了 2 wm 
一 0 1 Www T 
中 YY 2 we 
f ， ， 
zt 十 一 zz 匣 十 土 ， zu 一 蕊 | 
， 训 
而 域 Y 为 
1 生生 2 有 袜 b 科 202, 半 袜 也 二 2 
于 是 ,体积 ; 
2 2 “| 环 
机 一 一 一 --- 
re 
3 工 
一 本 1 十 而 jo 
一 驻 - 
= 本. 


120. 天 十 大 一 后 十 直 一 一 妇 一 二 一 Dr D 
解 令 开 = 一 rcosgzoy 一 yz 一 rainp, 刚 域 了 为 


ar 二 电 一 于 乞 9 科 工 ， 


一 了 coDs21 委 3 入 YY ecos2y 
手 是 ,体积 为 


“2 
7 一 1 二 中 
4 


上 7 有 8 


一 与 他 一 ao w cbs24989 


站 
一 旺 ( 一 ao WwW Cos 和 


了 JP 
三 《可 ) 


一 一 【十 3 人 3 5 
本) 


四 了 re 3 二 
一 配色 2 岂 元 刀 | 二 上 


x*)》 利用 3856 题 的 结果 . 
* #) 利用 余 元 公式 有 


r| 卫 jz 二 一 3 
4121. ( 空 十 史 十 二 半 一 过 
解 “采用 球 举 标 :z 一 reos 罗 CO08W3 一 rsin cos 仿 ,z 一 
ysing, 则 域 V 的 寺 部 分 (第 一 封 限 内 为 
0 扫 9 委 开 ,0 生 执导 ,0 匀 r 科 ctgi 
于 是 ,体积 为 


和 人 和 foeiy 
V 一 引 < 串 | reosedr 
是 自 放 


__ 业 TG ingag 加 半 开 厅 
四 3 
和 
2 2 四 3 
4122 二 十 束 十 赤 一 再"8 号 + 汪 有 


acDS 四 COSs 动 ,y 一 革 Sin 由 cos 肋 yz 一 Crsin 几 ， 


查 么 
必 
[| 
] 
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则 域 了 的 填 部 分 (第 一 卦 限 内 ) 为 


1 


了 


挟 六 雪 了 0 之 间 扫 - 世 | Asinge | 
这 是 由 于 * 之 0， 政 城 了 在 Oxy 平面 的 上 方 
于 是 ,体积 为 


到 到 (Sin 伯 本 

Y 一 4| 4 d| acr2eoswtr 
量 自 

45228 存 。 『 
2 


singieosge 一 ss 风 


3 和 
。 | 得 2 
一 ce ty| 一 《1 一 6 
也 ， 旬 
蔚 十 之 
aa 上 一 人 sin| 工 二 了 十 三 | 并 之 一 
人 人 
如 在 必 
1 一 0z 一 


则 
工 DO DO 
位 
Duo _ | 工 0|- 工 
有 (9 如 吾 Be 
二 工 工 
人 百人 
且 域 中 变 为 


0 有 z 扫 二 1 二 oarcsino 羽 y 甩 1 一 1 所 ww 所 1 


瑟 ({ 开 399 芝 ) _ 
于 是 ,万 (zw io aac, 且 恒 积 为 
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Y 一 aic| az dj， 妇 。 


一 -2aic| [1 一 oarcsinoda 


一 2agxe 一 2apc 


| arcsinwd Com 
一 eac 十 称 fvn 一 6) 二 


一 obc 十 2 和 K1 一 站 去 址 


人 3 了 工 1 
| 
， 
上 十 一 ln 本 
吾 裤 记 十 出 
公 下 
光 交 记 多 一 
广 十 志 一 0 上 二 二] 
仿 ， 一 工 一 过 区 了 由 和 囊 
解 2 总 二 十 而 和 了 十 六 十 去 出 
了 Pfaurety 1 
Dryyyz) ac 
且 域 了 变 为 


0 过 六 ie “站 二 攻 坟 名 所] 


J - 
于 是 ,万 沁 2 一 abc, 且 体积 为 


TY 这 ctc| do| 必 | el 
息 于 ea 
一 aic| 《aa2 一 上 2 9) 


上 


-= ac| 二 一 2 十 5e-| 
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4125. 求 碍 面 袜 十 姑 十 az 一 4 将 球 关 十 用 十 天 一 4az 分 
成 交 部 分 的 体积 的 比 . 
解 曲面 妇 十 如 十 az 一 4 与 球面 妇 十 史 十 (一 
22 关 一 4e: 的 区 线 为 圆周 
全 十 另 一 3 


所 一 妈 ， 


芋 有 公共 的 顶点 (0:0:4e). 球 内 位 于 曲面 空 十 因 十 az 
一 4 下 方 部 分 的 体积 为 
TY 一 | 中 czrcdly 
” da 2 
十 | 中 GT 
一 | ckez 一 gezz 十 | aa 一 Ce 如 二 
妖 好 


一 2me: 一 半 xa， 十 12mra3 一 mo 


一 司 ra3， 
其 而 , 另 一 部 分 的 体积 
二 37 2 红 
一 可 x(0241 ra 一 ma， 


于 是 , 球 被 曲面 所 分 的 两 部 分 体积 之 比 为 


呈 37 
T， 27 
4126. 求 由 曲面 
ZX3 十 虹 一 Ge 和 一 22 一 wa 十 wa > 人 
所 办 的 体积 和 表面 积 . 
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解 ”两 曲面 的 安 线 为 辆 周 


2 十 娠 一 6 


去 一 全 ， 
称 曲 面 = 一 2 一 人 十 3 的 顶点 娩 40,0,2a). 于 是 ， 
体积 为 

一 | 下 Edy 十 | 中 zy 
本 ” 型 十 色 二 (3 一 = 


一 | rss 十 | ca 一 有)2cdg 


下 


Te 十 Te 5xras 
2 3 各 
由 两 曲面 方程 分 别 可 得 


ar Gy 已 


绽 一 光 ( 一 光 


了 /下 干 交 有 [了 十 好” 


+| 寺 | 肥 全 


于 尾 , 曲 面 的 表面 积 为 
SS 一 了 全 VE 十 4 十 42 
十 站 Warety 
[人 


2 ] 
一 | ct 古 vITTHPerdr 二 VEna 
扯 户 
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一 下 46 V 了 十 5 YE 一 1). 


4d127. 米 由 平面 
二 1 十 召 隐 十 这 一 工 看 1 9 
2 十 由 十 fo 这 一 十 由， 


Cs 十 训 ay 十 cz 一 十 内 
所 界 平 行 六 面体 的 体积 , 设 


好 | 下， 
作 一 ja ec| 关 0 


他， 


如 | 宁 十 丰 和 十 ez 一 2 
人 sz 十 yy 十 casg 半 吕 
好 十 站 yy 十 这 一 间 


有 -日 了 PCzyyz 工 、 
则 有 六 (zs 一 于 是 ' 亡 Goay 一 本 ' 生 体检 
0 8 
T =| ,dd | 间 六 de 一 了 本 本 ， 
4128. 求 由 则 面 


(ai 六 十 页 3 十 cg 和 十 《ear 十 本 放 十 ce 乱 
十 (Ce 吉 十 矶 ?十 下 一 天 
所 界 的 体积 , 设 


G 下 fi 
枚 = ja 名 5| 天 0 
全 3 证 。 站 


解 仿 
弛 | 由 十 下 十 站 一 
184 


人 2 福 十 相当 十 fg 一 中 
直下 让 十 实 人 一 双 ， 


万全 日 了 Dryizi 1 -SDH 。 
则 有 万 Cr wz) 一 二 . 于 是 ,万 ,oj 一 1 用 体积 汶 
四 了 重 开瑞 3 
有 一 -一 Edbo 一 。 
1 轴 ”1 
[0 
129. 求 曲 面 
人 放 人 过 | 到 2 站 人 | 疝 刘 - 一 民 
卫 十 2 | 由 四 六 (2 > 1) 


浙 界 的 体积 ， 
解 今 了 一 arcosgcos 弛 ,一 太 sin 红 os 护 , 二 crsin 仿 , 刚 


有 |7| 一 eperseosg 且 域 下 的 工 为 


一 区 


0 近 9 过 开 ,0 执 册 志 二 


2 2 ” 
3 辣 singcos2 “ 曙 
下 ecosz 信 十 simn2 扩 


下 


2 『 singicose 34gcb 
0 RDOS2 信 一 Sine 纱 
2 2 站 1 
一 也 | 鲜 十 (1 一 如 
上 | 有 下 
可 十 《1 一 基因 


0 过 7 六 


上 sngcogn 一 


“2 本 
cos sin gericoOSsWdr 


一 一 去 roacz| 


四 
3 3 《1 一 全 交 十 和 
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一 坟 xabez | _ 刀 一 一 <) 
1 十 【 加 
一 人” 
了 rabc | T 了 
页 
一 一 TBr2 。 
3 HSTT -~ 
__ 区? ， cc2 
3mSIn 互 4 
了 
* ) ， 作 代 换 ! = [ 荆 


# #x) 利用 3851 题 的 结果 . 
4130. 求 在 正 赴 限 Or 巡 人 Cr 全 0:3 盖 0= 关 0) 内 由 上 面 


于 2 志和 
十 家 十 订 一 区 了 人 0 六 0) 


工 一 by 一 Doz 一 昨 
所 界 的 体积 ， 
解 今 
2 2 喧 
下 一 全 二 wm 习 站 SS 本 gOS 相 机。 
3 一 一 io 人 
crsj sinz 光 ， 
则 


DT) Ba 212 2 | 二 | 
万 (人 ,人 办 一 05 


.sint -88 关 + 二 -1 in 
于 是 ,体积 为 
186 


开 

也 硅 1 三 - ， 三 ”三 十 芋 了 时 
| COSm Ta 190Sin op 产 二 er 

了 证 


。 1 工 1 工 ; 
本 | 二 ， 8 十 元 ,三 | 


弄 政 疡 


”2 二 姑 访 十 天 坟 ) 
】 1 
_ apc 到 冯 


*) 利用 3856 题 的 结果 . 
$ 8. 三 重 积分 在 力学 上 的 应 用 


了 物体 的 质量 苦 - 物 体 占有 体积 了 ,PP 一 PC7yy2) 为 在 点 (zyy， 


[和 ] 


<) 的 密度 , 则 该 物体 的 质量 等 于 
人 7 -~ 下 wererec 
T87 


2 物体 的 重心 “物体 的 重心 坐标 (zsyyszn) 控 下 列 公式 来 计算 


0 一 襄 ‖eraxraras， 
四 
3a 一 1 PT (1 
口 af 本 四 
下 


和 0 一 襄 几 eazayas. 
和 


车 物体 是 均 洒 的 , 则 在 会 式 (1 PT 信 如 = 上， 
s 转 友 民 录 积分 
了 =， 一 开 eearavar， 
了 一 rurarar， 


了 工 : 一 eana 3 - 


分 别称 为 物体 对 于 坐标 平面 的 转 吉 慑 基 . 
积分 


达 一 leraaasaz 


《其 中 > 沪 物 体 的 动 点 (3?vz) 与 组 上 的 距 讽 )》 称 为 物体 对 土生 砷 z 的 转 
动 惯量 . 特别 是 ,对 于 坐标 轴 Oz,Oy,Os 分 别 有 有 
7 一 了 ,二 Ta 十 te 一 十 
上 内 分 
一 eer 十 这 十 zadzetyets 


显而易见 ,有 
五 一 了 ,十 也 .十 到 
业 2 引 轧 场 的 你 分 
了 [Ts 一 二 eeer 


下 


ct 


三 
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《其 中 站 为 物体 的 体积 ,5 一 PE,9) 为 物体 的 密 庆 只 
一 
质量 为 普 的 项 点 被 物体 吸引 的 力 在 坐标 办 DOz,Ooy:pz 上 的 射影 
X.7 了 ,Z 等 十 


-Ra 到 一 iz 人 je 工 了 cd 


了 3 


本 一 
7 = 如 籽 一 o 炎 2 24dydt， 


， 省 上 一 三 
太一 专 -ij 访 Ed 


其 中 上 为 引 妃 定律 常数 - 

4131. 设 物 伍 在 点 Mrzyyye) 的 密度 由 公式 吕 一 工 二 2 十 三 所 
给 出 , 求 占 有 单位 体积 0 和 志 工 委 10 入 ?了 委 1 0 过 > 去 
1 之 物体 的 质量 . 
解 质量 以 对 珍 示 , 刚 按 题 设 有 


1 ] 1 马 
M= az drTy>+adz= 了， 
册 已 出 


2 
4132. 苦 物体 的 密度 按 规律 记 一 pie 人 + 《其 中 心 六 0 及 
上 >0 为 常数 ) 而 变更 , 求 占 有 无 限 域 莽 十 区 十 天 之 1 
的 牺 体 的 质 基 ， 
解 。 苦 令 直 一 rrosgrosgy 一 rsingcos 风 sz = rsing%, 刚 
质量 为 
对 一 Poem iniEyctx 
一 | |, pue-ecosehaar 


1 cx， 


一 4roo| 了 2 rr 
1 
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交 
十 忆 
一 一 race 站 
Treo 一 贞 
十 上 2re “tr- 
1 
4mo，_ | 本 
如 汉 W 
天 到 |， Pete 
TO 
此 机 7 
| 5 
-一生 运 
十 而 | 
_ -了 工 工 二 了 半 
盖 44TADoe 天 十 有 十 如 | 


求 由 下 列 曲面 所 者 的 均 久 物体 的 重心 坐标 ， 
4133. 二 太 一 达 ,z 一 上 

好 f 

解 和 兰 令 了 一 Gzrcosgpy 一 Ersinpz 一 : 刚 质量 为 


az 一 ab| dz| ap| rr 一 za， 
Je 0 4 了 


设 重 心 坐标 为 my3yoysay 由 对 称 性 知 fo 一 mw 一 0， 


而 
站 三 
和 0 一 党 | zez| < 中 et 
3 ， CC 3 
本 4 4 


于 是 ,重心 为 点 | 0.0, 汪 | . 


引 134.z 一 工 十 暴光 十 一 一 0 一 0 一 0 
解 ”物体 的 质 其 为 
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国 六 一 工 3 
妈 一 | sy| 地 z 一 上 at 
站 日 如 


重心 的 横 汲 标 为 
】 中 本 一 机 这 十 8 
0 = 十 | -< 地 | 旭 
一 里 “一 22 
ad 15 5 


同 理 可 求 得 % = 低 , 而 


- 训 人 三。 


] 
本 10 ez 二 
-202 十 2684 ~- 5 
6.7656_ 了， 
1 10 一 302， 
、 、 、 吧 
二 是 ,重心 的 坐标 为 ro 一 3 一 全 0 一 


5 
4135. zz 一 2pey 一 25rir 一 2 人 
解 物体 的 质量 为 


5 wa0 
一 三 信 ur 一 台 . 
重 它 的 坐标 为 
To 一 而 | az ww 尼 。 
各 -党 豆 
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工 仁 ，f 《本 你 
3 一 虽 cz| yay| ra 一 吕 
0 - 0 


申 了 
1 立 Pr 元 
四 盐 | < 一 | zc 
一 让 .2 了 
7 人 4 疡 四 
可: 2 了 国 本 
引入 .二 十 友 十 训 二 1 之 07 关 0 过 小 
解 ” 若 令 


人 一 GFC0SBOS 甸 9 一 有 Sinos 芝 人 二 ESID， 

则 项 芋 为 
工 1 
1 一 | dg| di| aperscosydr 
一 tab， 

于 是 ， 

宛 ) 一 二 gj ap aeros 

“ ay 总 刀 电 


- CrCOos 红 QS4edr 


开 三 1 

一 吉 | cosgagj| cosyag car 
遇 让 站 

一 ra 6 一 了 

一 证 ze 六 元 不 二 辣 4. 


利用 对 称 性 知 重心 的 从 标 为 rs = avyn 一 阁 bvzo 一 


3 
8 ， 
才 137. 十 2 -一 上 站 2， 十 四 人 2 人 癌 ? 


解 ”物体 的 质量 为 
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加 w 一 ww 一 
AT 一 | | 
息 WE 


AN 
站 了 
二 十 (0 一 zadz 一 吕 
3 
王 是 ， 


Tu 一 二 | se| | Ad 一 间 . 
回 理 可 得 % 一 0, 而 
2 一 力 | az iey| 插 0 


于 屋 , 重 心 的 坐标 为 避 一 羔 一 0a 一 ea. 
寻 138. r 十 虹 一 2 十 一 之 ， . 

解 由 世 十 区 一 2 十 yy 一 = 所 围 成 的 立体 在 平面 
:一 0 上 的 投影 为 国 (z 一 1 十 (一 1 一 2. 
若 引 用 找 换 

了 一 1 十 recospy 一 工 十 rsing， 
则 质 乱 为 

三 二 [so ”ef | rcoa 六 | sn 和 


3 
Le il)5m | am 他) 十 子 


了 大 
zx| 《1 一 一 )rayr 一 和 
红 纪 


上 人 eof 
nm 一 十 |. | FF 


TFTEO< 训 十 surgy 
| 以 ] 十 rcostJecgz 


] 二 KEDnH 一 “10 十 写 
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1 Te 3 宇 十 rfcomt 十 singy 
十 | 好 0 rar| 人 
作 


形 3 1 -cose+ mm 的 + 瑟 
2 ww 
去 | a| -3 十 Kaing 十 cos 的 ff2zr 一 天) 
2 3 
4 as 
本 入 ]rar 
一 工 ,1loz_ 5 
2r 3 3 
于 是 ,重心 坐标 为 0 一 0 一] 2 一 ， 
业 十 


妥 2 了 开 3 
所 | 一 (00 


解 作 代 换 :z 一 QzrCOS 钨 DSS 的 3 一 Brsingros 纱 ， 
和 一 crsin, 则 物体 的 质量 为 


于 椰 oafningeuszgeHm 
好 一 上 | “operacosgadr 
和 日 0 


于 是 ， 


94 


了 pc cosseeingapj cosysinwdy 
马 自 


一 了 abc ， 王 有 (2,2) - 二 BC42) 
_ 1 .CDOP(C2) ， Pd4)P(2) 
12 关 (4) TC67 

人 王 
一 1440- 


工人 计 六 
2 二 4 | 8 4d9% 


po erm 人 oa nn 
| rc0s34Wcos 区 个 
忆 
芋 台 工 
一 双 红 0S5 sio'p dg| coseysinrydy 
4a7 Ja e 
Be _ ~- 9$ 1]1 3 
1 4 如 | 3， 下 显 ,号 | 


re 中 刀 晤 到 


4M 4 


_ 18ezepc 开 1440 3 ， 
6v，16.71 age 448… 


由 对 称 性 外 ,重心 全 标 为 rs -~ 虹 。， 


一 和 拓 ， 一 虹 。 
30 448 
4140.z 一 六 十 字 ， = 一 寺 ( 妇 十 32)， z 十 yy 一 土 1， 
一 一 去 芋 
解 ” 作 代 换 :r 一 ?一 za， 工 十 3 一 几 则 有 
一 下 二 局 一 上 一 起 
人 一 加 ? 了 2 ] 
一 玫 十 上 一 有 十 到 
如 人 及 = 一 他 重 
是 1 一 却 及 域 了 为 一 1 过 zz 近 1 一 1 过 过 1， 
如 2 
二 二 > 挟 = 此 击 上 .于 是 ， 
TI 1 “过 1 
M= 了 于 | io ws 一 二 
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20 一 一 


中 
上 显 


避 


1 1 “一 
| az ie 十 metz =0， 
| 
1 
3o 一 虽 | 隔 of 一 下 et 一作， 


1 PP 广汉 
zu 一 | dd dj- 2 
1 1 


3 


] 。 了 儿 
一 ] 过 
呈 风 | |2 十 -3 十 了 | 加 


即 重心 坐标 为 心 一 多- 0，a 一 过 . 


4141. 互 十 攻 十 去 =1，>z 一 0，y 一 0，zx 一 1 
(DrDDOyYDD，zD>D)， 
解 。 作 代 换 : 


? 。 也 
工 一 areos erosy 多 ， yy 一 本 sinrDs 的 ， 
， 上 上 
3 一 crslina 如 
- 4 2 。 之 1 .3 二 1 ra 
则 有 |7| 三 ecr sin Leon0S= COsa 仿 ， sina 人 于 
是 ， 
4 人 人 fi 三 
条 一 二 ar 3p| cd mainy 一 加 cosr 昂 
吾 自 下 
cos 二 -Usinas per 


4， 1.1nfLl11n21 
-和 abc .二 -寺中 二 ,全 | 二 6 二， | 
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人 
3 - 一 
La 
3 | 31” 
| 
重心 坐标 为 
一 工 .4 人 人 
< 一 了 2 o| dp| 如 砂 
1 卫 和 ，，。 三 
" | PCDSn SOSY 人 Sin 18 一 1 力 
由 
veosy ysine 一 wear 


1 aspc 信 ， 2. 工 
好” 头 上 Sin ”rs 1849 


可 
半 6 上 
| CDsr sinzr cd 人 
站 
于 


1 1 乌 
7 2 天。 天 
173 1 
站 

?| 工 | PP| 夺 
4 二 二 | 2 
和 4 | 二 
王 
3 
3 ol 2 
apc rz| 工 4 
失 
| 二 j[ 硅 
。 如 节 工 
z| 
经 


过 3 1 

_ 人 
4 有 村 
共 于 

同 理 可 求 得 

| 

加 二 也 | 于 下， 
4 FT 

加 ， 手 ， 
于 PP| 了 

之 3 .天 昌 汪 风 

日 1 四 
4 PP| 工 1 于 
型 | 于 


4142. 求 形 状 为 立方 体 ; 
0 过 过 过 1，0 扩 7y 生 1，0 扫 2 安 ]1 
的 物体 的 重心 任 标 ,说 此 物体 在 点 Cz,y:z) 的 密度 等 于 
p 一 和 3y 条 下 9， 
其 中 0<a<1，0< 有 二 1，0< 了 写 | 
解 物体 的 质量 为 


国 1 1 2 一 
MYf 一 | zaz| | 辐 
站 所 颖 


一 1 一 2 让 1 万 | 
1 一 六 7 | 
* 一 &1 一 了 
【1 六 ] 有 (1 少 )》 
一 5 研 _ 
于 是 ,重心 的 坐标 为 
0 一 直 | ardz| ay 
， | ae 
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加 z By 
(1 一 9 一 有 一手 
.0_wd=-pO 一 7 ， 
《1 ) 有 天 一 2， 
间 理 可 求 得 Jo 如 ， zo 一 
求 熏 下 列 曲 面 ( 参 变 量 是 正 的 》 所 界 均 匀 物 体 对 于 坐标 
平面 的 转动 避 量 : 


人 
了 =- 了 dz 人 Jo 人 末 


一 过 2 
=- 引 2 0 位 站 


一 所 | 工 辽 1 所 到 ) 
5 1 一 | 。 过 工 
-站 一 二 ] 
_ ae 
6 
利用 对 称 性 可 得 
2 QQ 百 
一 后 属 和 了 -- 一 60 站 
4144. 瑟 十 次 十 瑟 一 1 
角 若 令 之 一 QrCOSSEDS 人 名 ， 4 一 rsingos 名 ， 
2 一 ez7sin 间 , 则 有 


2 亚 1 
了 -， 一 cpc < 了 | La rtecosiisin2pezr 
忆 -号 和 


3 普 S 
一 2 上 < COS4Wineoe 光 
? 于 


加 3 
一 15xctx 
利 才 对 称 恬 可 得 
生 3 四 
了 > 一 1T6<c rr， 了， 1 ， 
2 也 尼 
4145. 吉 十 真一 下 ，= 一 “: 


解 若 令 了 一 arcos8,y 一 asinf， 则 有 


] 
了 一 上 dz| atrar| =az 


] 


一 二 mapcs 。 
所 


了 六 eol aero (arecas 的 2 
站 B 民 


院 好 1 
一 ae| cosrgd9| 《1 一 产 ?rd7 
站 站 


一 志 xazte- 
利用 对 称 性 可 得 
了 工 _ ps 
了 一 3067ee ce 
2 2 
4146. 六 十 到 十 全 一 1 下 二 友人 
解 沙 令 工 一 arcospo， ?一 和 rsinp, 则 得 玻 Y 为 
一 到 所 9 去 开 ， 0 巡 r< 雪 cosg 
一 cv 二 天 所 = 委 cv 一 于 
二 是 ， 
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到 
了 一 


coa 态 
.dg apoctr| 2 
至 
宁 as 有 
一 冯 apc 下 (1 一 站 dr 
9 
2 


一 aoc| [1] 一 (sinz 的 于 cg 
” 本 


一 辣 csc| aa 一 sin5sCo 
15 站 


一 4 | 2 了 
159 妈 《 旬 十 Cos 多 3 98 多 


二 工 
5 


pe; 
一 225 一 (LS5T 一 16)， 


三 


世 9 入 1 一 
一 三 | abrar| 《BrCOS)2 人 人 
| 各 了 和 ， - 多 
开 comg 
一 2ctc| Leoszguzgj w1 一 天 站 
-于 四 


一 2cxic| coszgatpj 上 sinz |sinzcosltcz 
部 下 


外 


吕 站 
2cic| coszg| |sinz sinacosatdt 
到 | 
十 | | sine lsintcosstd jag 
有 


人 2 
-2ot| ;| 半 


自 
十 | 1 sinz | sintcosstctt } coOs298Y 
如 
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.| 一 | S] xcosxtdlz] COS29CO 
屯 
十 [人 SinttcOse cjcoszpdp| 
少 
一 2oxtc|{ 芭 十 上 in 
] 1 2 
一 于 simn 9 COS29 信 


十 上 [ 工 sinsg 一 了 sin coszpdg 
六 1 


3 


纪 
一 2 | 东 一 1575 
_ aoc 
一 短 5(105x 一 92)， 


了 一 三 人 站 | 二 【有 rs 说 2 
二 访 色 
| 3 入 ， abrdrj S 诈 信 


一 2abtce| ap w 一 rrssin2gdr 
一 卫 了 
? 


1 


2 | 三 Lsinrpdg| si 
= 一 至 由 


*。 Sintcosatct 


2 
了 
一 2 二 ,| 阁 


十 上 1sint| * sintcoss 。 坟 jsinzgag 


= sobsc| 工 | 
NE 


202 


-一 瑟 sinog Sin2gedgp 


十 枯 1 工 sinsp 一 了 sinsg| siazpulg| 
上 


1 5 
一 1 下 22 
2ca2 c| 读 局] 
一 280(105r 2727， 
莹 3 工 光 
4147- 到 十 页 2 一， 二 十 下 一 一. 


解 两 昌 面 在 Oxy 平 协 上 的 投影 为 号 十 六 一 


也 一 宇 1 上 了 ”人 
2 广 = 一 0, 即 | 1 | 广 1| 一 2. 六 令 
可 一 】 工 十 renogp， > 一 1 十 rsiny， 

则 得 域 为 
大 六 过 20 二 关 扩 YY 
< 十 环 十 rcosg 十 sin 凡 ] 
< 二 ef2 小 recos 人 小 sing 的]， 
于 是 ， 
了 VE 
1 =| dz| aprcdr 
册 
[十 = mm 和 
| Se 


2 
1 二 号 十 玖 cosp 二 ah 则 1 


ww 
二 了 aiei| 世 六 [8 十 127fecos 十 singy》 


了 ， 笠 
十 8 (cosop 十 sing)2 一 1 十 邱 | 
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六 2 1 ， 
- 3 1] 十 所 | COS 和 六 一 Sin 他 ) 
一 引 1 十 | Fr(eOs 十 sin 人 :cr 
一 六 ab 。 


2 和 
了 一 上 fj Er 十 rcos 拉 2efr 


| 衬 上 ra 可 | sn 
| 杂 芝 


ef 十 +-tcong Sun 入) 1 
3 中 
一 aic| ay| zf 十 2recpbsp 
旺 尼 
1 1 
十 riecssp 1 一 林 jd 
4 ， 


一 3 230C。 


利用 对 称 性 待 ee 一 与 rabzc. 

求 由 下 列 曲 面 所 界 均 义 物 体 对 于 COz 轴 的 转动 愤 量 ， 
4148.z 一 2 十 如 十 9 二 十 1 一 4 一 士 1.z 一 0- 

解 ”曲面 所 界 的 均匀 物体 对 于 Ox 轴 的 转动 慨 量 记 以 


了 7.， 册 | 
工 一 天 十 了 
若 令 了 十 y 一 zz 一 3 一 上 少 则 有 
十 吕 一下 一 十 
本 可 一 2 多 一 2 有 2 和 
目 17| = 也 . 于 是 、 
42 十 虹 
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+ | 二] 


1 《ee 十 下) 14 
-| | ! 8 二 45” 


4149. 天 十 虹 十 宕 二 22 十 型 一 2 人 (er 0)， 


解 老 令 =reosgpy 一 rsingp, 则 有 
和 委 28，0 妇 和 三 1，7 了 要 > 妇 Y2 一 六 
于 是 


3 1 2 
了 一 | dy -| 国人 
自 站 普 
一 | aoc w2 一 天 Per 
岂 站 


ip 


了 
了 号 
一 二 (4 v 了 一 5)， 


* ) 作 代 换 > = 2 sint. 


4150. 设 球 在 动 点 PCry30z) 的 密度 与 该 点 至 球 心 距离 成 比 


例 , 求 质 基 为 W 的 非 均匀 球 址 空 十 晨 十 天 委 下 对 于 
其 直径 的 转动 惯 址 . 
解 “不 失 一 般 性 , 取 COx 轴 在 球 内 的 一 段 作为 直径 ， 

工 一 rCOS 红 05 攻 ， YY 一 rs 下 由 08 作 ， 一 7SIn 久 ， 


则 质量 为 
更 豆 卜 
Jd 一 上 < .dg| CaOs 久 Erer 一 下 各 下 + 
忆 - 豆 自 


由 此 得 & 一 蕊 55. 从 而 密度 一 2 于 是 ,所 求 的 转动 


20S 


4151. 
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了 一 jj aeosy * Raceosydtr 
一 2 | [| 一 4 
证 明 等 式 
下 7 十 

其 中 荆 为 物体 

对 于 某 轴 的 

转动 民 量 ,Jn 

为 对 于 平行 和 于/ 

并 通过 物体 重 

心 的 轴 mm 的 转 

动 惯量 ,24 为 轴 8. 59 

与 轩 之 间 的 忠 离 及 寻 为 物体 的 质 二 ， 


证 以 重心 为 坐标 原点 品 ,z 轴 与 声 恒 合 字 与 Ozxy 平 面 
的 变 点 为 对 ,7 0) 如 图 8. 59 所 示 , 册 
一 ER 一 人 2 二 (一作 9odo 


= 首 人 e+peao + 人 十 帮 


。 Te -- 2 由 zew -29 几 >eauv (1) 
必 下 了 
由 于 嫩 心 在 原点 , 故 40 一 0 一 曲 即 
nm 一 广 Actp 一 站 


及 
了 工 tu 一 站 
20 RU 本 儿 


并 且 太 下 oz =- 中 十 有 ,代入 CD 式 ,最 后 得 
李 


也 一 十 Ma 
4152. 证 明 :体积 为 了 的 物 体 对 于 过 其 重心 CD40,0,0) 并 与 坐 
标 轴 成 角 *,?,7 的 轴 的 转动 惯量 等 于 
克 一 Jecos2a 十 了 cos38 
十 cossy 一 2 开 cosacos 有 
一 2K cospcosy 一 2 兵 ,-cosacos7y. 
其 中 无 ,瑟瑟 为 物体 对 于 坐标 输 的 转动 屋 训 及 
天 ， 一 用 azveravac， 


天 .一 | 于 ersarayaz， 
下 


天 一 jessararaz 
区 


为 离心 距 . 


图 8.60 
证 ”如 图 8.60 所 示 . 臣 离 
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TOMXOM' | 
Ony | 


1 日 | 和 工 上 1 4 | 
一 人 ， 士 十 
了 oOs 有 Feosy 民 GSY TDS 站 Frose rcos 月 
其 中 了 二 | | 由 于 ceosse 十 cos 十 cosy 一 1, 帮 有 
c 一 【cr 十 3)ecosey 十 《3 十 zeobSs2e 
十 《zz 十 2)eos2B 一 2ryeCOseeoOs 有 所 
一 2yzcospcosy 一 2xrzcosacoSsy， 
于 足 ， 


了 一 Te crclycts 
人 
一 cossy| (十 22Greddyctz 
和 
十 cosiz|e 二 
下 
十 cos: 有 | (2 二 
一 2coseeos8|eryazrayaz 
区 
一 2cospcosy|| ozazdya 


一 2cosycosw | razegree ezz 


时 
一 蕊 ceosia 十 1cos: 轨 十 夺 cos2y 
一 2 玉 -eosacos 月 一 2 开 ,cpspcosy 
- 2 区 COSYrOS 人 ， 
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证 毕 . 

4153. 求 密度 为 和 的 均匀 圆柱 十 虹 委 全 sz 一 土 六 对 二 直线 
之 一 3 一 之 的 转动 惯量 . 
解 ”直线 z 王 ?一 z 通 过 圆柱 的 重心 40,0,0) 上 且 共有 


方向 佘 芝 rose = cos8 一 cosy = - - 王 . 若 到 极 坐 标 , 册 


有 
32 己 必 
了 一 | ar rczr Pr sin 多 十 2 全 
所 
- [ 冯 有 十 半 razh os 
了 ， = 上 2 rar| ofrzcos 的 十 生 JG 
了 
一 | re 二 疙 mashj| au 
志 -一 | | rar| pre 一 一 TRadpn， 
2 
玉 ，， 一 , 串 rd Pr xcos 名 indz 一 0， 
天 一 人 BoxSin 久 ”ziz 一 0， 


而 


蜗 。 一 [ dj redr| mrecosf zcddz 一 站 
站 入 一 乒 
于 是 ,根据 4152 题 结果 邵 得 
一 ecosze 十 TcosiB 十 Tecos27 
一 中 coseros 月 一 2 区 ,ecospeosy 


一 2 民 .CDsereps 交 
| 工 ， 了 az3 | 工 
一 序 rG 十 村 得 并 十 到 52 全 
3 4 ?| 之 3 
十 可 7m 下 十 ra 一 了 oa AlG 十 本 
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-如 | 
其 中 M = 2zronas 为 圆柱 的 质 基 ， 
41 绚 . 求 密度 为 mm, 由 曲面 
《十 天 十 开店) 
所 界 的 均匀 物体 对 于 坐标 原点 的 转动 惯量 . 
解 车 令 了 一 recs 名 os 则 yy 一 78SinIDs 多 ,= 一 rsin 交 ， 刚 
对 坐标 和 永 点 的 转动 惯量 为 


3 豆 etys 由 
二 一 | 49 .ay| 站 ODS 
3 -到 


一 4 | cosway 
4Ooc 。 5mr*) Xp 
5 32 8 
x 利用 2282 题 的 结果 . 
4155. 求 密 度 为 疡 的 均匀 球体 各 十 孚 十 蝇 委 居 在 点 (zyy5z) 
的 牛顿 位 . 


解 ”由 对 称 性 显然 可 知 ,所 求 的 牛顿 位 与 #.7 沁 轴 取 的 


方向 无 关 ， 今 取 (OO 轴 通 过 点 忆 kzryyyzy 即 得 牛顿 位 
CE 


让 《三 9 和 1 和) 一 四 mo 
| 可 十 间 二 过 二 站 
操 十 凑 十 呈 志 2 和 十 本 十 他 7 和 
四 ed7 
一 m| 路 vV 本 下 有 下 二 7 
剖 十 型 芝 司 - 扫 * 十 祁 十 外 一 站 
其 中 r = v 亚 干 交 二 到 
积分 之 ,得 


庆 攻 全 了 9 宅 


= 2ro| (v 杰 一 殉 二 王 一 用 一 rd 


过 1 和 


由 于 
| 到 二 天 二 FF 


一 二 rCCR 十 mD2 一 -| 幻 


Re .十 攻 有 Cr 


攻 一 RR， 咪 和 过 六 )， 
长 2 下 六 fr 2 民 )， 
_ 三 一 
| 站 路 (2 fr < 上 站)， 
因而 ,最 后 得 
| Cr 汪 玉 )， 
BT ye 一 


(Cr 扫 - 中 1 


[am = | 严 一 要 
由 以 上 结果 可 以 得 到 下 面 两 个 推论 ; 
]1. 在 球 外 -- 点 上 的 牛顿 位 ,与 将 球 的 全 部 质 基 集 9 
在 它 的 中 心 处 时 一 样 ; 
2. 如 考察 一 个 内 半径 为 品 而 外 半径 为 玉 : 的 空心 
球 , 则 它 在 位 于 其 空隙 处 的 一 点 弛 过 屎 ) 上 的 牛顿 位 研 
表示 成 差 


天 《sy 一 99》 一 


也 


一 | 开 一 半 2mPo 


一 | 一 到 20o 
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它 与 > 无关, 故 空心 球体 在 其 空隙 范围 内 的 位 势 保 持 - 
个 常数 值 ， 

4156. 设 密 度 p = AR)， 其 中 了 为 已 知 国 数 , 由 民 = 
v 人 十 亢 十 训 , 求 球 者 属 褒 委 名 一 六 十 娠 过度 在 点 
疡 (zz 的 牛顿 位 . 
解 取 ( 亿 轴 通过 点 PCzyysz), 即 得 牛顿 位 


zzyyyz) 一 出 vv 可 二 到 直到) 
站 区 训 十 上 2 攻 R 
ccd 


本 十 布下 全 7 
其 中 一 也 十 昂 二 地 
若 引 入 球 坐 标 , 即 得 
下 KE)》 
Sr 到 了 。 
= | | ay| OECDyeOS 仿 
虽 - 子 局 
和 G2 
VE AT 和 20rsiny 


z 人 [ 公 COSOCL 信 
= 2| ap| eree) ， 
甸 - 久 Y 严 十 天 一 2prsin%y 


Re 
一 2r| P 瑚 Ap) 
局 


:de 


的 


-| 坟 WE 十 天 3rsinyj 


了 
= ?可 eco)1 广 Cle | (十 Djap 
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人 
吉 |- PFCpjydp， 当 总 人 ri 


由 陆 姜 Foydo， 当 P 雪 - 
合并 之 ,最 后 得 
ET ) 一 多 | romin| 元 ,有 
4157. 或 有 固定 密度 上 的 圆柱 划一 并 和 过 加 0 和 5 魏 天 在 点 
(0.0,z) 的 牛 鸭 位 ， 
解 若 引 用 柱 坐 标 , 即 得 
如 (了 9) 
__ ， 7 “7 器 产 
人 十 二， 去 天生 序 
一 2neo|。 wo 十 【《 
= xp -vY 本 二 攻 二 下 0 必 


吕 0. 


一 2roj[ 代 5 克 VE 十 (一 2 
十 多 ja| 作 一 相 十 V 本 二 本 二 | 


一 Xpo[( 玉 一 2) waE 十 ( 吃 一 > 玫 十 gz we 十 Y 
[C( 下 一 )| 瑟 一 之 | 十 gz 和 
| 短 z 十 v 本 二 人 太 二 | 、 
一 z 十 w 本 十 好 
4158. 半径 为 尽 和 质量 为 朵 的 均匀 球 往外 十 学 十 晨 裤 民 以 
特 样 的 力 吸 引 质 量 为 亚 的 质点 王 (0，0e7 


好?]m 
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解 引力 在 Oz 轴 和 Oy 办 上 的 射影 为 零 , 即 六 ~ 一 
0 而 在 Oz 轴 上 的 射影 为 
乙 一 更 Oop8 | 
谍 1 于 十 淹 本 
一 ionp| 攻 一 如 )< 
cecdz 
[全 十 孚 十 过 一 a 和 


作 一 jdsaydt 
[和 十 天 十 作 一 GD 和 


如 十 于 二 三 一人 


只 
~ 人- 作 一 此 


2 
站 


吕 
rp 一 | 下 二 


ne 1 ] 
辟 一 2ag 十 到 | 人 必 
有 
一 2rimrso| sgn 红 一 Jet 


一 2TRPepo 性 一 Co 人 一 一 
一 R 一 2 十 大 
3n7 
共 中 mm 一 4 充 民 3 
分 别 求 上 述 两 个 积分 ， 


| ssnG 一 Gec 玫 一 一 | 一 一 2 只 ， 
当 a< 尺 时， 
| senG 一 a)e 玫 一 一 | 二 | 发 = 一 22; 


而 


上 (一 cd 
了 工 近 肌 2 十 既 : 四 2a8 加 【 想 2 十 GD 7 
和 2J-。。 vv 机 一 让 下 志 
oa 此 
1 中 
< 一 一 -一 一 2 一 
二 | v 严 十 证 一 255 尼 
[全 十 区 oj | 人 
2 -eV 十 下 2 
= 一 去 | v 磷 二 二 25 
配 : 一 G@ | 4 
上 + 去， V 丙 二 二 二 
当 和 蓉 民 时 ,将 上 式 右 端 分 别 积 分 ,得 结果 ， 
2 -2 
[ 记 ( 十 二 一 2 十 全 二 人 | 一 


22 


发 


1 
2 


玉 


2 VE 十 二 9] 


兵 


一 二 [Ke 一 民 ) 一 (十 民 )5 


fa 一 玉 一 (十 玉 国 


当 @ 近 尼 时 ,积分 得 结果， 
CR 一 ae 十 丽 ) 


有 一 
24 


[及 一 人 一 《 民 十 人 
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4 
一 一 可. 
于 是 , 当 2 兰 民 时 , 则 
= ?rtmpi| 一 2 咏 一 2 十 上 下 
3 


一 一 过 rtmpR' - 一 宛 下 
当 e 近 民 时 , 则 
2Z 一 2zkmpi| 一 2 十 择 ， 
一 一 全 apaap 去 一 ob 
也 下 


从 以 王 结果 可 以 得 到 酚 个 推论 ; 
1. 位 于 球 外 的 一 点 (< 六 民 ) 站 球 体 而 受到 的 又 引力 


相当 于 将 球 恒 的 全 部 质量 一 Rap 集中 在 它 的 中 


心 处 时 受到 的 引力 ,引力 的 方向 朝向 妹 心 ; 
2. 对 于 在 球 里 面 的 一 点 (a 所 尽 ) 来 说 , 极 引 力 与 尺 
无 关 , 其 大 小 与 灵 一 ea 时 的 情况 一 样 , 即 在 点 P 外 面 的 
妹 壳 部 分 对 尸 点 的 引力 为 零 ， 
4159. 求 密度 为 疡 的 均匀 圆柱 鱼 十 六 和 达 和 ,0 委 二 科大 对 具有 
单位 质量 的 质点 刀 (0,0,z) 的 吸 绊 力 ， 
解 ”由 对 称 性 知 , 引 力 在 Or 轴 和 @y 轴 上 的 射影 为 零 ， 
即 蕊 天 了 一 0. 者 引用 柱 坐 标 , 即 得 引力 在 避 z 轴 上 的 射 
影 为 。 
(二 一 三 ) 旭 
“人 由 ca， [十 学 十 人才 一 2 


-ij 
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=“ 1 
二 2xkm| FT 十 率 


-让 


一 27&PT we 十 寻 - wez 十 《下 一 王 77 
一 jz| 十 上 一 =|)， 


当 0 所 = 一 分 时 ,z>> 0, 此 时 吸引 力 朝 着 向 上 的 针 


当 半 天 = 多 帮 时 ve < 0 此 时 吸引 为 朝 着 向 下 的 名 


当 Z = 过 时 ,2Z 一 0, 引力 为 零 

4160. 求 密度 为 ee 的 均匀 球 锥 体 对 于 在 其 顶点 为 一 单位 质 其 
的 质点 的 吸引 力 , 设 球 的 半径 为 只 ,而 轴 截 面 的 扇形 的 
角 等 于 2a. 
解 ”由 对 称 性 知 ,引力 在 CQz 轴 和 @Oy 轴 上 的 射影 为 零 ， 
即 藉 一 了 二 0. 若 引用 坏 坐 标 , 即 得 引力 在 Ozx 轴 上 的 射 
影 为 

Z = ee dadodz 
由 VC 二 二 
一 天 p0 上 ez| _cosysinydg| 妇 


一 上 下 下 008j1D2e2， 
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$ 9 二 重 和 三 重 广义 积分 


1” 无 界限 域 的 情形 ”车 一 维 的 域 刀 是 无 鼻 的 帮 困 数 帮 ry) 在 
域 和 上 还 续 , 则 定 福 : 
人 re dx 一 1im rearay， 1) 


其 中 忆 为 域 中 中 可 求 积 的 有 界 封闭 季 域 的 任意 序列 ,这 个 氢 多 可 以 稚 
满 域 脐 . 芳 在 右 靖 的 极限 存在 昌 与 序列 吕 的 选择 无 关 , 则 对 应 的 积分 称 
为 收 敏 的 :在 相反 的 情 及 称 为 发 散 的 . 
同样 定 文 出 连续 函数 展 布 在 无 站 的 三 维 域 上 的 一 重 广义 积分 
和 。 不 连续 示 数 的 情形 苦 晒 数 fk7r,y) 在 有 界 持 团 域 如 内 除了 


片 疡 (a,5) 而 外 处 处 是 连续 的 , 则 定义 : 


redzay 一 lim | rersazey， 【2 
站 人 


其 中 于 是 点 王 的 < 邻 焉 , 当 极 限 存在 的 情 彤 ,所 研究 的 积分 称 为 收 线 
的 ;在 相反 的 情形 称 为 发 大 的 - 
假定 在 点 Pta,ay 的 邻近 有 等 式 
2 
(Pay ~= | 


其 中 梦 数 内 xz 3?) 的 跑 对 值 是 介 于 二 正 数 普 和 好 之 问 , 用 
一 VCG 一 2 十 (7 一 划 ?， 
则 1* 当 ae<2 时 , 想 分 (2) 收 侣 ;2 当 a 之 2 时 ,积分 人 2 发 散 . 
车 函数 rr,y) 有 不 连续 的 线 ,同样 可 定 习 出 广义 积分 (2 ， 
不 连续 陋 数 的 广义 积分 证 六 易于 引伸 到 三 重 积分 的 情夫 
研究 下 列 具 有 无 界 积分 域 的 广 六 积分 的 收 人 误 性 
位 < 二 碍 委 | 人 zy 福 ): 
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2 CE。 3 邓 
【Cr 二 十 7 六 Cr2 十 322 
再 注意 到 广义 重 积分 收敛 必 狗 对 收 敏 , 即 刊 积分 


由 要 37azay 


了 142] 


与 积分 < 让 ezay 同时 收敛 同时 发 散 , 


王 十 天 -1 


于 基 正 的 , 故 引 用 极 笃 标 , 得 
中 二 二 就 dcty 


1 


邢 
mr + -|， 1 
-Pof 5 若 尹 > 
机 十 co, 蔡 户 所 芋 
) 
由 此 可 知 , 原 积 分 | 已 S 3 的 rdxady 当 户 > 1 时 


收 各 , 当 疡 所 1 时 发 散 . 
人 人 ct 
4162. | 下 (1 十 1 zl 十 | 人 7 
解 ”由 于 被 积 函 数 是 正 的 ,并 且 关 于 Orz 轴 和 和 Oy 轴 都 


对 称 . 页 
| 加 dy _ 
-os (十 | zl 和 红 十 19 
人 他 
一 让 直 GTIzDOaT9 
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一 人 ( 1 和 ( 1 省 


二 im or 一 | 5 
中 于 im.z “了 T 赴 浆 一 二 故 积分 |。 了 十 之 


| ii 容 ; =+c 吕 .因此 ， 
全 gtzr 人 


nn 1 十 和 十 cc， 当 岂 扫 1 时 ， 
疗 理 有 
六 -2 - [本 数 , 当 (> 1 时 
9 1 十 入 十 co， 当 迷 所 1 时 ， 
人 Etdy ， 
由 此 可 知 ,| 请 本 GT+ 7 仅 当 户 > 1 


且 3 之 1 的 其 它 情 形 均 发 获 . 


SG) 
4163. 由 区 dray 


解 “” 仿 4161 题 ,可 知 积分 |‖ 让 -忠生 randy 
病 一 
与 积分 | 二 于 7 同 时 收 合同 时 发 由 于 
被 积 函数 是 正 的 , 故 
ed 
1 二 到 十 


-人 e 人 本 过 
一 人 


-3 引 z 了 交 让 二 全 
由 于 , 当 0 所 ?所 1 时 ,有 
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罗 开 干 过 二 有 


人 -> 十 o 
J0 > 加 二 于 
十 = 
> 让 全 7 堆 < 
故 
上 GZ _ 好 rizy 
引 ， (2 十 科 ? 入 S 山 代 十 王 十 入 玉 
二 三 工 
二 引 ”麻生 有 0 关 0)， 
若 户 二 0, 则 有 相反 的 不 等 式 . 
对 于 e 盖 0, 由 于 
jin xz 一 1， 


rm (十 玉 
了 |， [人 7 省 时 收 伍 沁 << 寺 时 发 


散 , 实际 上 ,此 积分 当 疡 一 六 7 时 也 发 散 , 因 为 


十 om 人 四 
一 一 -一 一 十 cc， 
| 7 = In(x 十 v 更 干 屯 )|， 
由 此 可 知 ,积分 | ras 
站 工 3 卫 


Sry) 二 下 < 一 上 
十字 十 了 DGzedy 当 岂 人 > 2 1 时 收敛 , 汝 执 2 


Caxdy 
4164. 出 四 站 十 辣 人 ( 声 >06 > 0). 
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解 ”由 对 称 性 及 被 积 国 数 的 非 负 性 ,有 
-ctzdy  - rect 
人 人 2 十 


1 1 
[# 寻 作 
一 4 有 4 Li 


十 咏 十 如， 


长 中 用 。 一 we 0 十 1 
2 十 
挤 姜 2 信人 一 全 产 07 关 0 十 妈 之 2 
易 知 ,当地 蓉 Dy 生字 0 十 如 过 2 肘 必 有 二 
]( 国 若 上 十 < 近 1 则 必 有 0 所 二 二 1.0 委 yy 过 1 从 
而 0 所 巡 二 10 扫 六 二 1: 这 就 会 得 出 环 十 如 二 2 
坝 中 一 赂 .由 于 品 是 有 界 闲 区 域 , 政 0) 式 右 疹 第 
个 积分 为 常 义 积分 ,因此 广义 积分 
Ledy 
[zf 十 和牛 


1 工 , 十 


拓 全 且 性 取决 于 广义 各 分 人 5 
积分 中 作 变 量 代 换 


芋 2 呈 ， 鞍 
元 一 7zeosyEy 一 775Sind 有 ， 


则 易 知 
卫 C 一 和; 和 -tsine 10kos-10. 


万 人 r 太 。 扣 
于 是 ,注意 到 被 积 困 数 是 非 负 的 ,得 


credy 1 和 sin -1 于. | 
| 浆 十 闻 一 大 sin 二 -10cos 有 10at8 


2 


; 的 仇 散 性 ,在 此 


-cm 
7 请 + 分 27， 
v 
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出 3856 题 的 结果 知 , 右 端 第 -个 积分 
| -cos 和 08(p 08 汪 0) 


恒 收 伊 ,也 其 什 为 二 有 (7 ,二 2 而 第 一 个 积分 


2 | 2 1 1 日 4 引导 
当 方 十 可 3 < I( 即 方 十 可 大 下 时 收 敏 , 
2 3 六 L( 即 十 1 > 1) 时 发 散 
综 上 所 述 , 可 知 广义 积分 
吕 dazcdy 
山 、ETBF 


仅 当 太 十 二 < 1 时 收 伍 . 


4165 由 dx dy 


设 此 积分 攀 吉 - 忆 了 表 其 值 . 先 设 疡 < 扫 1， 
令 有 一 (cz 和 过 工 一 ? 科 2 
一 24f 宝 和 一 < 挟 2 


一 TGS 安 了 十 2 一 了 本， 
2 和 妇 工 一 ys Dll， 
一 (zyy?|2nr 一 内 和 芝 直 十 了 扫 2nx， 
-一 28 苹 和 一 让 S22f)， 
其 中 站 = 1,2,.3,， 则 显然 有 


吕 da egy = 


心 1s 
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. Sinrsin 
:Ri (全 干 y 
从 而 


Gezy 一 了 


Sinrsiny 
ie [人 十 访 ord 


Sm SI 
一 = Jim[ 一 


ms ( 斌 十 3 


Sinrsin y 
- 区 十 2drayj] 


-7 了 7-0 


《二 


由 于 sinzrsiny 一 广 Ceos(z 一 3) 一 costr 十 y) 门 , 今 在 
(1) 式 并 庙 的 积分 中 作 变 量 代 换 工 十 ?9 一 # 红 一 > 一 


CTyYyD) _ 


十 中 一世 、 - 
c| 即 一 序 2 ,3y = 关 二 人 | ,并 注意 到 


了 | 
3 ,得 


Sinzsiny 
一 一 过 
‖ Cr 十 


1 『 2 DOST 一 CDS 和 于 
一 一 加 一 
冯 2nr 一 寺 一 司 x 吾 


了 DayzD) 


一 开 昌 _ 工 时 
4 AI CR 当 志 0 时 ; 
一 -一 , 当 训 委 0 时 ， 
人 7 订 当 记 时 
由 此 可 知 (注意 前 面 假定 疡 < 1) 
_ 号 让 上， S1 刀 
加 Ert 一 m， 
此 晶 然 与 (1) 式 矛 盾 . 
现 设 疡 瘀 1. 令 


or 2 一 本 所 工 十 了 < 长 2 


_ 2Tme[] 二 3 < 区 四 < 雪 2zrzaLI+21 ， 
仿 上 ,应 有 
名 」 这 rt 人 


但 另 一 方面 ,和 上 面 一 样 , 作 代 换 了 十 了 一 2 一 ?一 
纪 后 ,有 


SInXSImYy 
中 人 二 sdzdy 


如 请 
同样 ,由 
因 导轨 吕 于 和 - 开 和 -一 1 
2 于 4w 2 (2mm) 
即 得 
sinyTsinyy 一 一 Co 
到 [2 
此 显然 与 (2) 趟 矛盾 
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4166， 
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综 上 所 述 ,可 短 : 不 论 加 为 何 值 , 积 


SaitCSTEEy 
一 -一 
由 《 工 十 3 久 有 


都 发 散 . 
证 明 : 若 连 续 通 数 Cry 不 为 负 太 由 区 聘 一 12，…) 为 
有 界 闭 域 的 任 一 叙 列 ,这 个 叙 列 可 以 次 满 域 3, 则 


| Pearay 一 fim | /cz,y)dzay， 
号 号 


这 里 左 端 与 有 疯 同 时 有 意义 或 同时 无 意义 
证 ” 取 定 一 有 界 闭 域 的 叙 列 3,, 它 盖 满 3 并 且 沁 
3 和 和 和 S 由 于 Ary) 在 3 上 上 非 负 , 赤 


积分 叙 列 re ,addy 是 递增 的 ,从 而 极限 


了 一 间 | feedzay (1) 
人 


存在 (是 有 限 数 或 是 十 瑟 ), 我 们 要 证 
limn | Feedzray 一 了 (2) 


先 设 了 为 有 限 数 . 任 给 e 0 由 (1) 式 知 , 存 在 N， 
使 当 沁 N 时 , 伍 有 
了 一 上 < 忆 中 reesparas < 习 了 十 E. (3) 


写 


又 存在 mm 使 当 ” 交 因 时 ,s, 乙 Sw 从 而 ,根据 fr,y) 
的 非 负 性 以 及 (3) 式 , 得 


由 rear> 莹 册 e oae> 了 - 上 


另 一 方面 ， 对 每 个 转 定 的 v 之 加 又 又 必 存 在 某 个 充分 大 的 


生 CG> N) 使 S 局 S, 于 是 .理由 (3) 武 得 
| Areespananr reeparay < 了 十 上 ， 
呈 


由 此 可 知 , 当 ” 六 z 时 , 恒 有 
了 一 号 挟 | Aeroaray < 一/ 十 


故 (2) 式 成 立 . 
次 没 了 一 十 全, 任 给 邓 汪 0 由 (51) 式 知 , 存 在 ， 
使 


| Cryletrety 2 1 


又 存在 凡 ,使 当 站 闵 时 , 恒 有 3.Sv ,从 而 此 时 
jeoew> 2 册 e 3OETezy 


故 52? 武 成立, 证 毕 ， 
4d167. 证 明 : 
]im 由 Sinfzz 十 GZ 一 


所 


]im 二 sinfzz 十 dredgy 一 站 
Cn 为 自然 数 )， 
证 “利用 要 坐标 ,我 们 有 


] SICY2 十 和 Ted 
7 
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六 区 VE 
这 | 研 引 Si 
和 上 


一 和 一 coOs2nm 一 0 aa 一 1,2…)， 
数 


es 


lim 于 sim 十 dry 一 站 . 
十 War 


但 由 对 称 性 ,有 有 
和 Sn 十 TY 


了 | 


2 


一 革 中 sin 十 yeedy 


到 
区 


十 引 | eeszdz [| sinyay| 
一 3 | eesrazj | | sinzsdzj ， 


根据 3830 是 的 结果 ,可 郑 


二 Per 朵 
| Sin 了 一 cos.agy 一 工 /< ， 
犁 由 2 2 


故 
PP = 1 产 
lim sinzedz 一 lm cosT GT 一 广 必 本 
从 而 ,得 
Jim | singz2 十 322Jegrezy 
ya 


8 .上 /1 | 工 
2 232 


4168. 证 明 纵 使 累 次 积分 
十“ 、 二 3 _ 3 
| dz| 【人 十 5 


1 + 2 一 3 
受 了 吕 Cd 


确 避 
和 全 


证 ” 先 证 两 个 累 钦 积分 收 委 , 我 们 有 


二 人 
| 《7 十 dy 


加 23d3 | 也 。 23ycy 
史 下 十 证 1 立 (2 十 327 


了 en 十 2 
人 二 3 1， 2 全 (1 十 好) 
一 上 5 六 过 小 


十 


去 到 于 如 ) 1 2 十 姑 ) 
工 。 1 本 
2 十 2 [5 -1 了 
1 四 
2(z2 十 1) 2 人 
疙 一 -一 
2 十 1) 2 人 十， 
十 em le 2 
故 由 dz| 人 十 入 7 
__ 三 开 ， 
一 上 宛 空 ] -~ 4 
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四 语 直 光 adz 
四 
一 上 | 4 
加 
-ee 
让 两 个 累 次 积分 都 收敛 
次 证 积分 
2 _ 
局 (7 十 YY ct 
发 散 , 为 此 只 要 证 积分 
,> [ 斑 世 光 zdzriy 
发 散 即 可 (因为 如 果 积 人 收复 , 则 绝对 值 积 分 


这 二 5 二 世人 
必 收 和 敛 . 从而 在 小 一 点 的 区 域 上 的 积 人 
四 
三 下 区 | 4eey 


工 闻 14 芝 了 安 们 


更 收 敏 . 由 此 可 知 , 积 分 (2) 收敛) 由 于 ， 


=- ez| 区 本 二 六 jdy， 
仿 上 ,利用 部 分 积分 法 ,容易 算得 
了 
| 于 3 人 
23D0 


《12) 


《3》 


证 


3=” 工 上 六 2 


人 十 因 )| ,= 1 2 十 32 
十 闻 一 工 | 弛 3 
2Cx2 干 矶 | 12Kz2 十 到》 
】 1 
五 二 1 十 站 ， 
故 
机 1 
= 擂 1 下 T 十 下 新 


一 工 一 arctgia 十 了 ina -> 十 ccf 当 天 一 oo 时 )， 
由 此 可 知 积 分 62) 发 散 ， 

注意 ,也 可 用 反 证 法 证 明 积 分 (1) 发 散 . 很 定 积分 
(1 收 敏 ， 下 二 可 和 人 收 全 但 恒 有 有 


中 -区 一 和 三 人 


(zz 十 这 下 好 
工 节 yp 次】 


+ ec 十 ee 
1 5 
] 

-一 入 


赵 (4) 趟 中 两 个 时 次 积分 都 收 义 ， 浆 由 前 面 已 证 不 取 忽 
对 值 的 两 个 累 次 积分 


十 呈 Tc ~ 
| zz 【2 二 dy 


人 lw 
CC 十 3922 


与 
十 所 te 2 一 
| 咱 【 汪 一 时 dz 
都 收 敏 , 故 知 
交 3 如 
由 Cr 十 2 
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4169， 
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加 『 二 co 十 光量 和 交 
| 二 (2 十 妇 ) do 业 “ 
人 一 了 
二 
学 1:y 空 ] (C 十 2 ) 3 
机 站 区 
一 全 人 了 (za 二 84 一 可 
这 基 不 可 能 的 . 证 毕 . 
计算 下 列 积分 
Ledy 
3 


解 由 于 被 积 函 数 非 负 , 故 


J-- | sze>y - 和 人 
有 9 1 1 3 
2 
而 汝 gw 并 时 ， 
上空 2 1 
:9 一 
注意 , 当 ? 守 工 时 ,此 积分 发 散 , 从 而 了 一 十 ee)5 又 当 
声 六 8& 时， 
1 六 ”wy 1 
一 于 计 二 GCT 


(注意 , 当 户 过 9 时 ,此 积分 发 散 江 一 十 co). 
综 上 所 述 , 可 知 : 蛤 人 时 

并 cedy 

3 = 苹 一 GT 


TY 方 1 


| 
人 Pet， 
了 十 六 1 《z 十 2 
| 


解 由 于 被 积 质 数 非 负 , 故 


-由 CE ) 呈 


下 党 ] 
=jz z (十 妇 ? 7 
当 占 1 时 ， 
三 妈 y 
1 Ke 二 
-一 上 工 -一 _ 
户 一 1] 《十 3 | 大 


(注意 , 当 再 | 时 ,和 分 发 散 , 了 二 十 22 覆 
ex 1 


7 一 = 一 二 ( 当 户 并 时 ). 


忆 十 闪 蕊 1 
解 ”采用 极 举 标 . 由 于 被 积 王 数 非 鱼 , 帮 有 
| 公式 人 


这] 一 


好 十 3 二 1 


-| zol 一 -xz 
= 外 | -二 
一 2x( 一 v 工 二 天 )| 站 一 
人 
417“- 中 《十 人 让 


天 十 区 1 


解 “采用 极 坐 标 . oo 站 司 
是 5 学 -全 


刘 
辣 和 
一 co: 当 疡 委 上 时 ， 
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4 十 
了 于 二 | 

解 由 于 被 积 函数 非 负 , 故 

和 

了 一 | 和 十 寻 
3 辣 二 
二 性 十 好 ty 
一 站 | 4 二 
十 汪 


+ 本 zy 
一 ?| z| 2 二 
出 于 
本 本 了 ?一 十 oa 
| 和 十 提 Tar 和 2 
1 
-有 一 aretg| 1 二 冯 路 ， 
故 
+c” 开 arect 1+ 坟 | jaz 
了 一 2 志 [ 地 工 
2 r 工 芭 ]| 
-一人 至 一 aretgl 1 + 二 | = 
工 .2 
十 o - 
+ 引 1 可 
。 ] 二 1 十 志 
Fe 过 开 
= 中 : ， 工 
3 到 十 址 十 它 
| 
了 一 arctg|1 十 蕊 
其 im 
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下 面 计算 积分 | -一 -经 [为 简单 计 , 记 
的 


寺 
本 
芭 
加 ] 
[+ 上] -ov 到 -Dr 
本 
1 
(二 
了 
《二 二 有 (本 十 人 
1 歼 十 忌 工 一 人 < 
-二 
四 L[ 2r 十 ea ] 灾 
44 外 妈 十 oz 十 畏 环 十 ax 十 
2z 一 4 刀 
2 -- GY 十 下 去 一 反 十 让 


于 是 ， 


全 本 他 _ 


必 十 下 十 玫 


_ | 2 十 2z 一 2 、， 

二 认 J zz 十 er 下 蝗 2 一 人 丰 赴 硬 - 工 
1 1 1 

二 划 ， (二 人 十 二 二 二 5 

了 [4 

4 2 一 好 十 瑟 


2 十 妈 
arCet 攻 


了 | 
十 本 ww 要 一 呈 一 上 


2 27 一 怒 人 
十 一 一 一 一 arctg 一 一 一 
2 一 嫩 w 4 一 于 


一 0 十 经 开 
“大 2 YA 二 天 


工 一 站 


2 - 一 (YY 一 1 


二 
VE+1 
FMWw2 一 1 
.了 WA H+TIVvE -1 
rwWv -1wv? rrvV2wY2 一 1 
2 2 ， 
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4174. | 。 CT 


风 
站 工 研 > 


解 ”由 于 埠 积 函数 非 负 , 故 
e 一 人 -一 广 二 三 人 


站 sr 斌 了 


一 | az| ea 一 | 一 记 . 
变换 为 极 坐 标 而 计算 积分 ， 
4175.| | wdzay 
解 ”由 于 被 积 丁 数 非 负 , 故 采用 极 坐 标 就 有 
三 | Cry 一 | ab ed 


一 古 一 避 


了 一 十 :过 
一 ， 
六 一 让 


一 2x| 一 羡 
4176. 人 [ereeos (xz 十 3 dd 
解 ”由 于 
je posK 妇 十 3 委 2 
而 | ad 收 伍 (参看 4175 题 )， 
履 | | 汪 Peoscez 二 ydaady 收 策 ,从 而 , 采 
用 极 私 标 就 有 
站 | eepcos( 妇 十 3P)dzdy 


了 


一 属 


3 十 上 3 十 oo 
一 | al| ze CDSY2edr 一 | CDStett 
语 操 回 


| 上 


| sint 一 Cost  _， 
一 克 


(一 二 


亚 
[| 2 
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二 te 二 em 
一 5 


4177. | | sin( 二 办)dzdy 
解 由 于 
1 sin( 妇 十 节 )| 所 e 
而 积分 | 下。 e+mdxay 收 伊 (参看 4175 题 )， 
区 积分 “| ersingrs 十 交 )dzdy 收 生 ， 
从 而 ,采用 极 坐 标 就 有 
人 人 esintr 十 yqndy 


一 emj 一 :mm 


1 = 十 证 


一 Sn 一 cost _， ] 
一 江 


(二 1 十 1 


4178. 位 广 ” 十 种 zy ET- 2 zezTye8cdty， 
其 中 e < 一 Ooac 一 下 全 
解 ”我 们 有 ( 令 8 一 红 一 外 人 >04 一 工 十 2 
gz) 一 az 十 26ry 十 c 罗 十 24r 十 2637 十 了 
] 
一 al 工 十 2 十 所 | 
下 
十 又 一 全 十 光 十 2dz 十 2ey 十 了 
一 xz 十 二 | 十 六 十 2dz 十 2ey 十 了 


-ce 二 


字 台 


可 
2 十 2 十 写 | 
经 名 
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人 三 
一 _ 
| 【cre ] Ce 上 二 让 
z12 一 613 
一 4: 十 生 ] 十 生 [ > 十 至 计 名 | + p， 

其 中 

妇 2 (ee 一 古 池 3 
请 一 了 他 全 他 

= 二 Cefkac 一 扩 ) 一 (ec 一 的) 

一 【ae 一 Ai 所 

_ 1 : 2 字 3 

一 训 Cee 一 灵 了 一 c 一 Ge 十 26de) 一 广 ， 
这 里 

和 而 斌 
点 一 | 训 cr ee|， 
可 ee 扩 
今 作 变量 代 换 
,一 一 十 旦 Y 你 2 
《1) 

他 全 ee 一 2 
?3 
由 多 zy = 一 纪 一 怀 十 及 叉 

站 (ep) 站 (gz) 

已 (zy 


239 


va va 7Y5 


矿 全 

心 一 ~- 一 

故 线 性 恋 换 (1) 是 非 退 化 的 , 它 将 (zy) 平面 的 点 与 Ga， 
u 平面 的 点 一 一 对 应 .于 是 ,利用 4175 题 的 结果 ,得 


十 必 站 1 ee ， 
| | EC 


- 吕 
oa 天 二 o 


== | | ee dd 
WA 


了 汪 国 一 如 区 < 

一 杷 三 e am 一 E 百 。 

于 - 记 
了 2 

4179. 由 -| -二 ] dzdy。 


六 
作 广义 极 坐标 变换 


一 zcosby 一 Ersin， 


息 于 被 积 范 数 非 任 , 故 
由 外 (三 浊 dzay 
= 上 oj， aered 
一 2rell 一 - 工 < 呈 ”= 三 号 
弛 -=1 尼 


4480. | | 2 呈 富 三] dzady(0 << | 到 1) 
解 “ 作 广义 极 坐标 变换 


二 一 Grecosty 一 trsinp， 
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出 有 有 
一 网关 六 aibarssin26e aremeoctrag 1) 
由 于 jssin20e- 0+en2 | 三 rie-ma-eD， 


亩 积分 
人 ea 
| | re -DerdBe 


多 


本 六 二 8 
| cd re Dr 
吕 au 站 


十 器 2 
2z| 六 3 叶 1 1 < 十 oo ， 
各 

总 人) 式 中 的 二 重 广 六 积 分 收 侣 .于 是 ， 
了 一 于 | sin3bdb| rearemeodr 《2) 
倡 是 


| 73e -rtl 1 min29) 
烽 


十 rr 
一 了 | ee -区 11 saingl 理 
日 


1 
2 十 外 In2H) 


二 ， 
加 | ed ] 
帮 


[te 区 1 十 aaim283 经 直 党 


一 5 十 9sin2 人 下 


1 He 
一 20 十 Si 
1 
201 十 ssin2032 
故 


一 了 工交 下 sin2 好 
1 二， 二 in2Dad 
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1] szz 六 sin28 1 
2 0 【十 ssin2833 
工 并 Sin 7 
4 (十 sing 和 ee 
了 工 。 [下 Sin2 

妇 2 和 
和 o 《1l 十 ed 


| 


和 SI 
|， 《1 十 EDy2d 


了 下 
5 Sjnzt 
1 四 《1 十 esine yd 


名 1 如 
十 上 《1 十 sjaduj 


一 了 ale[ 到 Sinacle 
2 《1 十 ssingt]3 


四 Snti 人 人 
一 | Seae 43) 


但 是 ( 作 代 换 x 一 了 -四 


可 四 
于 Sinaczt 


oo 《LT 十 晤 in 让) 


1 1 
二 | 十 部 ia 《1 十 SET 


一 二 | 1 ]d 
上 Jo 人 1 十 sosu 【1 十 Sosby32 ” 


同 理 ,有 
Sinadt 
0 【1 一 Ent) 


刁 J0 二 [ 一 EDOSU ，T 一 SCOSED ja 
杠 据 2028 题 (e) 和 2063 题 的 结果 ,可 知 ( 当 0< 近 |el<] 
242 


时 ) 


加 
让 十 seas 工 


| 一 <。 > 
言 ac 工 | 十 局， 〔( 4》 
v- 上 十 EE 3 
了 一 一 
_ ES1T 工 
(1 一 避 ) 人 十 Ecosy) 
一 一 一 arCTE 立 | 十 忆 . 《5》 
(1 一 全 ? Ai 1 下 6 


《注意 ,2028 题 (ay 和 2063 题 中 他 证 0<s< 民 1 但 从 其 推 
导 过 程 可 以 看 出 公 起 (和 (5 当 一 1<s< 拓 0 时 也 成 


| 本 
《 


开 。 
上 Sitztt 


1 ina 


fa Hzs < 
一 二 万 二 arctg T 一 一 本 一 
一 一 一 一 全 arC 谍 六 外 

(1 一 电 半 1 一 
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从 侧 , 由 (3) 式 得 


二 ap 1 1 
7 一 二 -二 二 


日 1 一 s 1 十 后 。 
[ce 1 二 十 arctg Aj 1 一 < ] 
但 对 任何 的 > 盖 0, 有 
1 
aTCt 和 荆 十 aaTCt 作 元 = 到 ， 
故 最 后 得 
] zza 工 ， 矶 
< 一 忆 古 ~ 一 了 | 一 一 
E ww 一 名 人 一 是 2 
EC 本 2 
2(1 一 9) 冯 


研究 不 连续 函数 的 重 广 浆 积分 的 收 伍 性 40 天 总 过 
| 弘 关 ,7 < Ad 


4181. 人 1 本 ei 十 史馆 1 所 


殉 8.861 


解 ”显然 , 口 为 图 8. 561 中 的 阴影 部 分 . 由 于 对 称 壮 以 及 
244 


被 积 函 数 的 非 负 性 .采用 极 坐标 就 有 


人 
了 2 
电 二 浓 
站 他 ? 
= 引 ao|。 空 = 和 mssgag， 
Ja 0 Sine 


其 忠 表 图 8. 61 中 射线 O4 与 Oz 轴 之 间 的 夹 角 , 抛 物 
线 y -- 屏 的 极 坐 标 方程 为 > = 2 .由于 


CosiB" 
lim 1n cos 负 
8 十 和 in 好 
， fosit 
-lim|-2 .cosg -一 sne ~0 
和 = 十 品 各 I 召 2 加 
5 如 
汪 CDS2D CE 
故 积分 | jn 5 8 dg 收敛, 从 而 原 积分 | 准 汪 2 收 全 


氏 工 ,yy 
14182. 站 有 十 冯 二 说 dz 


于 十 ?< 
解 由 于 
之 十 zy 十 六 一 于 (本 十 区 十 于 代 十 ?>>0 


孜 < 1RKzr2D| 
(和 十 TY 十 3 《十 十 和 计 
af 
< (2 十 2 十 了 7( 当 (zy) 天 《0 0 时 )， 
再 注意 到 广义 重 积分 收 伍 必 绝对 收 伍 , 即 知 积分 
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】 二 sdrdy 与 各 分 


天 十 十 及 


『 czey 玖 ， 回 时 收敛 或 同时 发 散 . 


(2 十 你 和 十 y 


由 于 7 一 二 0( 当 (z,2) 夫 (0,0) 时 ), 采 


用 概 坐 标 即 得 

由 cd 
国 (十 了 9 十 天 计 
3 


三 一 一 才 一 一 为 党 义 积分 ,其 值 为 有 限 数 ， 
? [十 冯 sin29g| 
而 
1 _ 
阁 - 刁 -于 
十 oo, 当 户 六 工 时 . 
人 
由 此 可 知 , 原 积分 上 (二 十 zy 十 节 7dzdy 


1 


当 户 所 ] 时 收效 , 当 志 之 1 时 发 散 . 


4183， | 寺 芍 计 te> 04> 9 
I 开 | 十 | 了 | 关 1 
解 由 对 称 性 及 被 积 函 数 的 非 负 性 ,有 
全 到 
| 下 拓 十 1 > 


12 + 13| 委 1 
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开 寂 站 yy 和 十 了 
二 1 3y 芝 上 
如 dy ccdy 
名 出 嫩 十 加 《1 


其 中 心 = tlz>oysoz+y 1,zr 十 入 
瘀 2 一 Try 了 了 00 机 十 3 扫 1,79 
十 如 委 2 合计 ={Txr)| 工 站 0y 芝 0 十 
蚊 委 2 9) 易 知 : 当 节 之 0 之 站 寻 十 如 委 2 
时 ,. 必 有 > 二 ys 近 1( 因 鸭 工 闻 二 0:x2 十 如 过 


】 二 
mr 么 去 2 汪 到 有 天 2 ,从 而 z< 云 - 2 


二 由 此 入 二 十 了 委 1 故 忆 = 了 .由于 范 数 
La 上 连续 , 玖 41) 式 右 端 第 一 
人 积分 为 常 允 积分 因此, 广 六 积分 


| 守 -1 有 1 
dtizdy 


他 了 yy 
语 8 芝 5 的 修 攻 性 取 次 了 广义 积分 | 2 的 


化 散人 性 . 在 此 积分 中 作 灾 基 代 换 
工 一 7 cos2Dy 一 r 攻 sin4 有 ， 
则 易 知 
了 (zy) 二 34- 
万 信 二 0 1 
于 是 ,注意 到 被 积 函 数 是 非 负 的 ,得 
cc 和 人 in -， 
1 芭 十 六 一 站 sin cosr 1 


，。 王 2 
:Siny7 1osz 1] 他 
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本 一 交 下 
由 3856 题 的 结果 铸 右 靖 第 - -个 积分 


上 sinrecos-ode ( 声 0,9 之 日 
总 


恒 收 敛 , 且 其 值 为 却 B( 本 , 方 ) 耐 第 一 个 积分 


人 
7 
册 


2 2 1 2 

- 亿 -， f HH 二 > 丰 才 , 当 二 
当 广 了 3 汪 15( 即 记 了 1 时 收 名 当世 
上 十- 3 所 1( 即 性 | 7 饼 1) 时 发 散 


集 上 所 壕 ,可 知 原委 分 骨 下 当 
十 二 > 工时 收 生 , 当 
三 十 可 势 1 时 发 散 . 
『 岂 工 ，y ctrcty 
|z 一 了 | 
解 由 于 


7 了 3 < 一 | 玫 了 3 < 人 
| 之 一 了 | [二 3 们 | 交 一 旦 | 壮 


并 广 意 到 广义 重 积分 收敛 必 绝 对 收 伍 ,可 知 积分 
站 25adedy 与 积分 | | 上 ee 同时 收 倒 或 同 


上 一 | 
时 发 散 , 由 对 称 性 及 被 积 函 数 的 非 负 性 ,可 知 
他 caey 2 可 3 (11 
叫 m [> 一 多 | es 【 一 全 


心 科 了 了 王 工 


当 户 近 1 时 ， 
ec = 上 z| 厅 中 


粳 二 划 tsz 了 1 (位 324 
站 
1) 二 
从 而 ,由 (1) 式 知 
| 人 Te 222 
岂 " | 二 一 | (1 一 六 )(2 -办 ) 
当 人 czrady 

因此 : 当 疡 所 1 时 积分 | 起 一 y 下 收 丝 ， 


现 设 己 衬 1. 首先, 我 们 有 


册 Ed 
1 己 (zx | 2 


节 zedy 
-一 im 山 人 一 二 7， 世 2 
村 
若 疡 一 T, 则 


| 一 ja z 了 一 -7 


一 | (ny 一 ]nsydzr 一 alnae 一 ea 二 ee 一 alnes， 
故 
. 加 cy 
im 了 (一 2 
0 二 E 
一 lim falna -和 十 E 一 Cne) 一 十 oo， 


由 此 可 知 , 此 时 | | 二 于 发 散 : 荐 户 一 2, 风 
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一 | 二 dz 一 站 ina 十 lnms， 
夏 
， 了 cr 
oa 中 雪 二 yF 
一 im | 二 ] -一 Inu， 一 十 本 
En 了 让 瑟 
dy 几 w 此 EL | 一 -车 
由 此 可 知 , 此 时 积分 | | es 发散, 最 后, 巷 友 > 
1, 训 和 2, 则 
ady 4 
才 (人 | < 《一 光 
一 5 二 Ge ”一 下 ed 
上 声 一 1 
于 | 此 一 1 
(一 Te | 户 一 ia 
1 
十 《由 一 了 站 一 GP 
从 而 ， 
im Ce 一 十 ee 
er >。 《一 了 
ee 
ea 
由 此 可 知 ， 此 时 积分 | ,已 一 7 发 散 ， 
综 上 记述 ， 可 知 积分 [2 当 己 < 1 时 收 


仇 ,请 袜 工 时 发 散 . 
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< 
人 ft _ 于 _ 2 


殖 注 意 到 广义 重 积分 收敛 必 绝对 收 伍 , 即 知 积分 
| 元 多 交 drdy 与 积分 
和 


和 一 人 一 


由 让 同时 收 敏 同时 发 殴 . 采用 摄 坐 


JJ 位 一 阅 一 
| 
标 , 由 于 被 积 函 数 评 一 症 2 --- 本 是 下 的 , 故 
eazgy 
(1 一 姬 一 钴 入 
2 二 yasr1 
也 1] 六 
加 | < 《1 一 Fe 
2 1 rer _ 
一 DLL 十 站 
由 于 
] ,一 疡 。 _-- 刀 一 器 
站 


1 zc 加 
故 积分 | 五 二 有 7 癌 于 5755 当 <1 时 收 和 化, 产 并 时 


发 散 ; 当 户 一 1 时 ,有 
1 fedr 1 四 Lo 
| ~- 六 it 汪 )| ,一 十 ， 


故 积 分 也 发 散 , 由 此 可 知 ,积分 


4186， 
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了 《全 ) 加 ， 
中 站 Tcady 当 户 拭 寻 收 各 , 当 


疡 六 工时 发 散 . 
证 明 ,如 果 :17 画 数 or.y) 在 有 男 域 a 近 工 和 4 过 YY 
们 下 内 是 连续 的 ; 2) 国 数 六 xz) 在 闭 区 加 < 和 了 所 4 上 
连续 ;3)2 一 1 出 积 
骨 吾 CT 
je 1F 
收 伍 . 
证 首先 注意 ,由 地 请 < 1, 故 积分 | Tec 对 
每 个 固定 的 zE& ed 恒 收 化 ( 苦 .Azy E 喇 , 8 ,此 为 
瑕 积分 ,点 六 zy 是 了 点 ,由 于 疡 过 1, 它 收 伍 ; 者 
FOR 号 , 风 为 常 闵 积分 ,当然 收 俩 ), 再 很 据 的 x,y) 
的 有 界 性 , 即 知 , 对 每 个 固定 的 xE [ae,4， 积 分 |， 


人 yy) 
下 国 四 加 必 收 训 . 令 


人 
TD 


下 面 我 们 证 明正 (z 是 4 过 工 拓 4 上 的 连续 函数 , 若 已 
获 证 , 则 积分 


届 辣 Oo( 工 ,yy 加 『 
上 | 全 1 TFT ydy 一 《DG 


显然 是 收效 的 ( 右 问 为 党 六 积分 》, 于 是 本 题 即 获 证 . 全 
< 一 max 7(z) 今 将 函数 zy) 连续 地 延 拓 到 有 界 
六 和 拭 形 Re 过 了 过 4 一 2 二 yy< 雪 在 十 2)》 上 (只 要 
规定 


ta 去: 灾 去 几 )， 


多 2) 当 民 和 了 等 和 ， 
TY 一“ 刁 近 ?二 曙 十 2 时 ， 
[ez 加, 当 & 二 工 二 册 
上 2 时 
即 可 )》, 黎 拓 后 的 珊 数 仍 记 为 的 7 ?7 由 于 8ZT 3y) 及 
Fez) 一 yh77 都 在 只 上 连续 ,. 故 有 界 旦 一 致 连续 ， 
存在 常数 财 ,使 对 一 切 人 zy》 所 民 , 有 
12Czy 呀 扫 邮 rz) -3 < 《] ) 
任 给 s 汪 0 存在 和 >0( 取 有 二 (二 ??) ,使 当 | 一 
3 < 人 3 一 Cr) 后 妇 (zz 和 六) 


讨 , 往 有 
1PCz iD) 一 红 Ta3y| < [2 
[Ra 一世 一 | rn 一 和 人 < (3) 


又 出 .Fz) 在 te, 4] 上 的 一 致 连 续 性 可 逢 ,存在 训 > 0， 
使 当 lz 一 好 二 Bo 和 [ad4]) 时 , 恒 有 
| Fr 一 Ar < 合 . 《4 

令 人 一 minf6 总) 于 是 ,由 (2 妇 式 可 知 : 当 |z 一 2 去 
G(riyxzs 人 [ad 时 ,对 一 切 恕 一 上 所 ?了 扫 旦 十 ec, 恒 有 
攻 (5) 

现 设 |z 一 2 < 拓 和 (zzs E [ad4]), 不 失 一 般 
性 , 设 Fr 之 六 < 我们 有 

下 CD 一 下 (xz)》 


一 | 久 CTiy 3 卫 Br 3 
Gy 之 43 ,TFT 二 dy 
_… | 1 Bei 5 二 ca， 
一 : ] 
4 一 | 上 “ 
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一 六 所 红 2a 十 (Ta 
下 1 e|* 
_ 『 1 2 Cr) 一 多 Ta 十 了 Xe)) 
6 | | 
轴 由 281 台 1 1 于 士 CrzD)》 
-一 十 
五 一 人 IE 


人 aa 


2 | 下 | 
一 天 一 天 十 和， 《1 
葵 中 五 六 分 别 赛 上 式 中 的 三 个 积分 。 易 知心 二 1) 
| 全 
| 下 
7 中, 当 0 之 es 有 时 
一 13 有, 当 “ 近 袜 0 时 | 


ji 十 (一 oa- 门 , 攻 e<D<s 有 时 . 


从 而 ,在 任何 情形 下 的 有 
上 < 私 开 二 1480 十 le (7) 
而 当 w,P 同 号 时 ,有 


ra 了 1 - _ 
| 总 了 80 一 le， 《8) 
于 是 ,由 557 式 .(1) 式 及 (7) 式 , 得 
蜂 一 所 过 
上 | 一 | 下 | 


生 (8 一 /ceo 二 地 一 Ar) 


2 条 


2HWrfE 
一 (9) 


下 面值 计 所 :车 下- Fr 与 五 一 -Friy 同 号 , 则 记 人 4 
式 、18) 式 及 (3) 式 , 有 
1 < Cr 过 让 


有 Ar 下 | 


=- 118 An 让 -Aceol 
WE 
--- -一 
< 
昔 呈 -- zi 与 太 -AD) 异 号 , 即 百 一 FrD<0 二 一 
rz 由 于 
[有 一 At 说 一 [有 一 Fr 人 = Ar) 一 Ar)s 人 6 帮 有 | 五 


一 Ar 一 人,! 吾 一 ro)| < 他 |。 


于 是 ,由 弛 ) 式 并 注意 到 8 二 | 二 | , 印 得 


2 
- 2 
[| 全 |， 外 二 
到 TI 一 18 本 fo) | 一 十 |[ 吾 加 FECziD) | 
1 一直 ;一 天 Me 
所 六 十 仓 : 》 < 了 一 民 ' 
所 以 ,在 任 何 情形 下 均 有 
1 二 和 (10) 
同 理 ,可 得 (在 任何 情形 下 ) 
ae 
本 本 《11》 


于 是 ,由 (6) 式 .(9) 式 .510) 式 及 (1i17y 式 , 即 得 
| 尼 Czri) 一 开 (zo < | 十 | 五 上 十 | 
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4ATE 


< 二 
1 一 此 
由 此 可 知 放 人 在 4 全 人 人生 
计算 下 列 积 
4187， 由 大 了 


ln 一 工 _ and 
] 0 


2 1 


= eolm 荆 or = 一 2lwinrar 
0 站 也 站 


吾 1 
一 sz| 天 lnr 
自 


| 《ca 0 
4188. az 元 一 5 ) 


上 上 好 
好 工 一 一 -一 一 一 一 
多 本 |. wa 一 区 人 全 一 区 
“2v 工 i 
,人 
作 变 量 代 换 z = aa, 则 
| Ya 一 ze| xl 一 pz) 本 de 


9 好 一 人 


4189. |jssnc 一 dzdy, 这 里 域 癸 是 由 直线 ?一 0 一 x， 
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4190. 


全 一 志 所 界 . 
解 作 蛮 量 代 换 开 一 本 十 已 y 节 = 玉 一 2 刚 人 Try 平面 上 
的 域 如 变 为 志平 面 上 的 域 有 六. 显然 由 直线 w 二 册 


"一 0 十 ”一 下 所 界 , 又 有 及 汪 22 一 2， 


于 是 ,再 济 意 到 破 积 函 数 非 正 , 即 有 
jms (Cr 一 Yety 


帮 


一 ?|asinzoauan 一 下 如 singuan 
各 山 加 


一 ?ex 一 2)lnsin2udzb 一 zln2| cr 一 203cb 
十 了 cz -… 22mlnsinuedtb 十 1 2 (区 一 20lncosaudty 
， 元 2 和 
一 拭 ln2 一 到 各 2 十 ?| (Cr 一 2003mnsipuwcdzu 
十 ?| 2dnsinedz 


3 工 
一 了 In2 十 2r 人 1]nsinudb 
颖 


了 
一 一 写 ln2， 


和 _ 开 
一 zln2 十 2z| lng 


*) 利用 2353 题 (ay 的 结果 . 
Cazedy 


人 

上 二 人工 

和 解 ”由 关于 Orz 轴 的 对 称 性 与 被 积 函 数 的 非 负 性 , 采 
用 航 坐 标 , 有 
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_- 引 w| 字 一 2| cosbag 二 2. 
研究 下 列 二 重 积分 的 必 伍 性 : 


4 直 dzdyds, 这 里 0<< 和 m 挟 Sr， 


1 


yz 过 3. 
解 由 于 


-- 7 < | 色 ( 工 ,| 
(2 十 窒 十 2 (2 十 及 十 芝 计 
二 二 


再 注意 到 广义 重 积分 收 敏 必 绝对 收 敏 ,可知 积 分 


CCYy YY， )》 
由 二 宝生 本 Leadoyae 与 积分 


0 二 Treetx 二 - 
下 二 间 时 收 急 或 同时 发 散 ， 


帮 二 


] 


由 于 被 积 明 数 s 下 十 丈 季 是 正 的 ,采用 球 坐 标 
六 一 rcOs 和 Ds 及 ,9 一 r8S 雇 各 Ds 纺 ,z 一 si 人 站 , 得 
好 TCM 
《2 2 


十 3 二 2 


导 三 | = 
| < Lecosgao 4 
自 一 芯 1 


了 
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4 ”二 
人吉. 三 ?六 一 全 
1 eer 、 3 有 

吕 然 ,| 和 当 辫 全 时 收 生 ， 户 二 = 信 过 必 散 ; 

1 ra 
由 此 可 知 ， 用 [rdydz 

二 Ts 

当 疡 之 立 时 收 艇 , 当 声 瓜 到 时 发 区 . 

3 | _ 

3 ， ‖ (到 十 党 十 可 Jpdadyds ,这 办 0 王 赔 于 |8 

| < 叶 . 
解 ”和 4191 题 完 全 类 似 ( 请 参看 4191 题 的 解 题 寺 
程 ?， 易 得 


二 


3 十 史 3 十 zx 过 ] 


= 了 seosgdi|, 生 二 
三 tr| 2 
显然 ,| -名 5 兴 二 天 立时 收 敏 , 当 户 六 羡 时 发 散 ; 


。 多 ， 3 
硫 下 《和 十 六 十 二 84zdydz 当 忆 < 时 收 


2 2 
信 , 当 户 > 六 时 发 散 . 
全 了 
。 三 DID 人 
4193 由 人 记 PF 下 TFT 入 全 0 全 人 


Iz| 十 1 + ， 


解 “由 对 称 性 及 被 积 函数 的 非 负 竹 ,有 
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T CC 


业 77 十 二 


eaelelz 
光 十 十 时 2 


3 


十 如 十 严 六 到 十 入 十 于 
卫 


其 中 避 = zy 了 2Dy20z 闻 0 十 3 十 


今 全 =; 


十 则 十 虹 和 3150。 一 1fryyz)|7 送 0， 
中 交 有 站 


0 十 了 十 ge 十 十 本 3 
(yy | 工 闵 63y 字 0 和 2 和 十 如 十 


2 .由 于 当 立 闵 0 之 0 之 之 及 De 十 区 十 六 
-> 3 时 必 有 之 十 yy 十 => 工 否则 习 十 了 十 关 宏 1 


就 有 工科 


1 过 1z< 委 1 从 而 巡 委 1 学 大] 科 


1 ,于 是 丸 十 交 十 和 过 3 故 交 5 一念 : 攻 然 ， 
Edyecz  、 、 1 
丈 十 交 干 区 为 当 义 积分 , 故 积 


由 三 | 


坟 TGEYCEZ 
[| 十 1 十 [E 的 化 散 性 取决 于 


] 


作 2ee2s -的 禾 和 作 ,对 此 积分 ,生变 量 代 交 
区 名 十 六 


上 


则 易 知 
了 二 


2 三 
展 zeOS 人 057 仿 ， 


| 


过 


| 


2 ， 三 三 
了 一 且 3sinz9e0ss 六 ， 
2 .三 
2 一 此 rsinr 扣 ， 


入》 


万 他 :Ps 


但 三 | 
-= 太 9 COSr Yiny 名 

。 sin -JWcos 荆 + 生 - ! 作 
寺 基 .由 被 积 晒 数 的 非 负 性 ,并 利用 3856 题 的 站 
果 , 得 


中 etaoyeddz 
旧 2 十 二 
二 人 cos 人 ay 
人 
-| si yo 5 
十 -- ， ， 
-| Rety EncdR 
3 
__ 吕 3 ， | 
por 2 1r 户 了 
。 工 记 了 二 | 这 -| 院 上 至 
站 | 二 | Re 
2 1 1 | [3 3 1 
一 一 一 一 一 -一 如 一 -一 一 
Zer 7 方 十 有 9 ? 记 | 


4 对 十 旦 + 至 -3 山 过 2 

由 于 积分 | RS 二 adR 当 达 十 于 十 卫 
-二 工 ， 工 eg 业 2 
3 < L 即 方 十 本 十 六 去 1 时 收敛 , 当 方 十 吉 

国光 四 加 了 dc 
十 二 一 3 六 1 时 发 散 , 政 积 分 | 到 下 党 下 二 从 


9 1 工 
而 积分 几 。 记 下 仆人 于 让 7 当 二 十 


| -r 二 lzl>1 


261 


十 了 < 时 收 伍 , 当 二 十 二 十 二 六 工时 发 数 

产 产 Adaeods 、 _ 
4194. | 1P 一 十 芭 - -区 rm 其 中 0 和 

FrCcyyyel| sagt, 春 pc 簿 品 Cz 是 在 门 区 和 个 Ce] 上 
的 和 连续 肯 数 . 
解 ”有 南 于 

站 和 

人 3 一 驼 CC 了 十 [一 加 
<- Orz _ 
二 


和 
一 Cg 一 2 
并 注意 到 广 久 重 积 分 收 癌 必 绝 对 收 笋 , 即 知 积分 


1 四 
| 及 fy 一 到) 竺 十 [3 与 积分 


| 加 rdydz _ 本 
直 四 Try 一 的 了 十 [ge -…- 0 四 间 时 收效 或 癌 


时 发 艇 由 被 和 函数 [一 ZTE 二 VC 的 
非 负 性 ,我 们 有 有 


于 Cd 
则 sfTfy 一 多 zz 下 十 [一 We 


一 上 FCzydz， 
入 
其 中 
公 3edg 
7 一 寺 | (本 二 到 本 本 一 成 有 了 
《0 了 SG)， 
作 变 量 代 换 
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站 测定)， 
姑 


了 CE ] 上 _ 
Fo 一 万 权 厅 一 
了 人) 
从 而 ,在 
一 -ca 
下 人 二 (人 直 D， 17) 


先 设 疡 所 1. 仿 ec 一 Jax( | | 十 |%Crj 7) 则 由 
(17 臣 知 
人 


9 二 (人 ) 全 加 | 证 十 史 
- Ce 


一 ， 中 二 


aa 


站 wa 
人 
牛 局 了 


-ve To 
戎 (z) 有 界 ( 实 际 上 ,仿生 86 题 的 证 明 过 程 还 可 证 明 
Pdzy 在 0 雪 工 坪 & 上 连续 )， 从 而 上 PCeydx 是 常 义 积 


分 ,显然 收 敏 .由 此 可 知 , 此 时 积分 


人 站 tdydx (25 
路， fy 一 rr) 十 [一 多 开门 于 
收 误 ， 


次 设 疡 位 1 这 村 积分 (2) 可 能 收敛 也 可 能 发 散 ,分 
两 种 情况 讨论 : 
iD 若 不 熙 在 这 样 的 了 E 50,e 便 0 过 Pr 过 a0 雪 
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区 Cs 国 肝 成 立 ( 例 嫂 ,或 节 Cr) 的 仁 完 全 位 二 
02] 之 外 :这 上 时, 对 : 切 0 近 了 过 ce 人 0 有 d0 二 = 
委 4: 均 有 :连续 机 数 1 - 风 了 2 十 [e -7 入 
0. 从 而 ,积分 (2? 收 笋 5 这 时 是 常 义 积分 ). 

ii) 苦 存 在 这 样 的 点 YE 0 使 0<PCr) < 
所 外 < 避 同时 成 立 ; 由 氏 z) 与 gx) 的 连续 性 , 必 存 
在 正 数 < 及 亲 区 闻 焉 守 上 ,全 当 二 所 天 时, 相 有 扫 
交 Z 关 吕 ES 一 上 从 而 由 人 ) 式 知 : 当 
工 后 了 时 ,有 


F(z) 六 引 ad 


=- 3z| 光 = 十 co (注意 之 TD)， 
即 当 了 捷 瑟 时 恒 有 Rfzr) = 十 ep 由 此 可 知 , 积分 
| eeopax 发 散 . 于 是 ,积分 (2) 发 散 ， 


综 上 所 述 ,可知 :积分 


| 册 FT _ 
De De 信 二 一 缴 工 ?了 十 fz 一 [有 


当 疡 过 1 时 收 和 化 ; 当 疡 蒂 1 时 , 若 椒 存在 上 所 [0 使 
0 莹 rz) 扫 a0 扫 gr) 二 a 则 收 仇 ;车 存 在 zx 拭 [9， 
al, 值 0 过 or)<ea0<wcr)<a 则 发散. 


tardoaz 
4195 用 记 守 9 二 


解 ”我 们 有 (和 广 意 定 积 函数 的 非 负 性 


由 etaegyie 
| 十 y 一 过 | 


下 


7 本 
上 及 ES s1s1sl (十 3 一) 


王 十 区 一 空间 


民 十 ? 


- 1 多 
| 站 沁 117| 妆 1 
~ 1sz 二 ys1 
站 1 zz 
十 2 | “cd 《 们 十 学 一 殖 和 2 
"ys1 
了 十? 空 | 
一 2 互 十 2 了 
其 中 天 表 第 -一 个 积分 了 表 第 二 全 积 分， 
若 姑 < 1 , 册 ， 
请 dtz 外 十 2 十 1 
-1 (十 入 一 区 入 1】 一 外 ， 
| 和 
1 有 荆 十 入 一 交 ) 

1- 产 1131 一 
KZ 十 ?了 十]1) 二 他 十 1 (十 y1)， 
故 

了 一 一 一 中 (十 了 十 1)-edzdy， 

| 天 | 受 1y| 窑 工 

一 1 从 工 Ty 过 二 
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和 一 T 二 | LT 十 入 直 153 
凡 - 了 
| 人 和 


一 (十 忆 一 1 ”rezy， 


显然 ,天 与 五 均 为 常 交 (一 重 ) 根 分， 寺 然 收 伍 . 因此 ， 
地 Gazelycdz 机 
积分 山 本 十 一 辐 蕊 收 放 . 
71 
ls*is 
苦 产 芝 1. 网 当 了 十 全 一 1 时 ， 
3 zt 
| FT 
砚 五 关 十 coy 儿 显然 有 了 2 0 故此 时 积分 
由 Greyrd 
本 
17 所 开 
lz| 关 1 
计算 积分 : 
本 ed 
4136. 名 6 ee “ 


解 ”由 王 被 积 确 数 非 负 ,让 


站 区 Ca 


加 -经 | cd 安 
本 


加 1 册 _ 
一 厅 T 一 布 人 (和 放生 1 全 1 “ 1)， 


注意 , 昔 疡 芝 1 或 4 之 1 或 > 产 1, 则 
上 erdoyde | 
让 龟 


0 和 
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ya 
4197. | Fr 
解 “采用 球 坐 标 . 归于 被 积 函 数 的 非 负 性 ,有 
Cagede 
《2 一 二 之 2 


1 
人 十 < 人 
=| dp| Leosyag 记 
9 工 
2 
dacdoydz 
4198。， 下 革 2 和 人 
3 上 提 二 上 
解 采用 球 坐 标 . 由 于 被 积 函 数 的 非 负 性 ,有 
人 
【1 国 本 - 了 加 罗 科 2 产 
宇 二 痒 +e 


2 也 六 
】 基 
一 4， 


菲 代 换 上 = 二 , 则 当 产 所 工时 有 
| 王 “ez 一 二 | sd 人- 


(1 3 


一 了 工 昌 3 1 
一 入 如 2 ,1 名. 
从 而 , 当 疡 所 1 时 有 
有 drdedz 加 


《 工 一 一 党 _ 训 _ 人 2 二 
上 


所 


亚 ” 十 
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] 
注意 ,， 折 户 一 1 , 则 | 一 Eee 一 十 co, 故 


《1 一 并 一 3 一 和 = 十 < 


罗 人 和 
Te 十 < 二 -1 


4199. 三 CT crycd， 
解 “采用 球 坐 标 . 由 被 积 丽 数 的 非 负 性 ,有 


二 人 3 3 7， 
| | | 站 Hs dxrcyecde 


ea 
昌 


| -cosgadg| re er 


一 好 | ， -ear 
作 代 换 盖 一斑 则 


人 人 了 
| | 0 了 1 一 齐 z。 


4200, 计算 积分 


-oo 站 十 s『 十 上 
eardrad za 
 -。 


3 史 

其 中 PCzmarz = 呈 auami(ans 一 o) 为 正定 形 ， 
t 一 1 3 一 1 

解 ”用 4 表 和 矩阵 
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出 于 二 次 卉 >， > aszizy 是 下定 的 , 帮 由 高 等 代数 中 关 
于 - 次 型 的 理论 知 :存在 正 变 第 阵 


已 1 is 已 
巨 二 |5 2 | ， (1) 
4 sl as 尼 3 
三 0 0 
使 Br- 一 19 2 0|， 《2) 
0 0 4 


其 中 心 > 0 >05 > 0 也 即 在 线性 (正安 ) 变换 
Ti 一 中 十 有 sr 寺 Ds 
ip 一 名 十 sr 十 三 3 〔3》 
Ti 一 二 
之 下 ,二 次 型 妆 (19 Ta 化 为 平方 和 : 
厂 ( 了 zz) 一 入 六 es 
=1 


一 和 xz 十 帮 达 十 和 xz (4 
注意 ,由 于 也 是 正 交 抵 阵 , 故 巨 := B' (BY 表 至 的 转 是 
托 阵 ,从 而 1B| = | 包 | 一 士 1. 显然 ， 


了 Ci 和 3 站 四 
Cr | 已， | 土 1. 


由 54》 式 , 有 
十 上 Too To 
| | 下 


1 


十 和 ， 
一 En 《5) 


-一 必 


四 ] ] 4 
青 作 变量 代 换 7 一 一 =-T 一 一 47 一 
V 


Vi 


_ | 
六 六 2 加 ， 
/1 《ya 8 本 


于 是 (注意 4199 题 的 结果 》 


ac 加 2 
一 风 补 人 上 了 
ea 
Ce 


本 
，, 则 卫 纪 19 改 2 1 1 


一 局 六 十 站 
一 本 
* | Beta 
cj -一 


= 一 一 一 . (6) 


但 由 《! 2 起 知 ( 记 4 jw | 二 14， 注意 ， 由 十 


> 2 At; 是 正定 的 :政和 盖 90) 
4 8- .14 BA 《7] 
于 是 ,根据 45),(6),(?7) 诸 式 ,最 后 得 


1 co 人 十 放生 2 
| | | 下 


一 避 一 二 


忆 | 污 ， 


$ 10. 多 重 积 分 


了 多 重 积 分 的 直接 计算 法 若 函 数 .大 szg ee 在 出 十 列 不 


等 式 所 鸡 定 的 有 界 域 如 内 是 连 约 : 


Fe se Ti 

4 Cr 
共 中 1 和 1 为 常数 也 2 上 TD 村 站 1 3 9 
ars-1) 为 连续 困 数 , 则 对 谈 的 多 重 积分 可 按 上 列 会 式 玉 计 算 : 


-eareaoaraar 


ea 本 
一 dm 人 
fr 


1 te 了 一 1? 
和 ， 后 


2*” 卫 重 积 分 中 的 和 其 代 换 。 若 1) 国教 An rz 在 有 界 可 测 
的 域 台 内 巧 志 与 连续 的 12) 连续 可 微 / 分 的 琐 数 
一 
把 0Oziyrsyyzs 空 间 的 域 只 站 方 单 慎 地 上 映 射 成 加 各 至 癌 基 的 
有 界 开 恬 ;3) 在 域 站 内 雅 陡 比 式 
了 sa 一 ， 天 几 ， 


7 5 人 ) 


则 下 咱 的 公式 止 确 

re 村 

一 下 人 了 add 
特别 是 ,根据 公式 


2 一 reDS 纹 ， 


一 1 区 铅 cDs 忱 ， 
1 in 的 3 和 -DSS 我 --1， 
下 一 所 和 关 司 下 抱 汪 Sin 凶 xz5in 息 一 1 
蛮 换 成 宜 坐 标 时 居 , 负 ,名 ，… -0D 认 
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一 下 15 和 Sin 一 3 抱 sin 反 
4201. 设 天 (Cry) 为 域 R[a sz 和 pas 过 内 的 连续 国 
数 及 
KGz) 一 | |KGeaDKGe 
* 开 C ， 
证 明 , 
站。 《3 一 | 瑟 GDKsCsoDae 
证 ! 
丽 。ineigzyy)》 一 | 人 (并 (6 


0 下 祁 1 ?下 【 7 本 
= 


-TIGIJeeeorem 


Dadendearatt 

本 了 由 
， 叶 | | 民 人 ie) 天 (zi es) 
… 开 (zy)adtzucdlzrrdzu] | 


日 
一 | 天 (rE) 下 (Eye 


4202. 设 了 一 Faizavam) 为 域 0 雪 三 委 二 0 一 12 
内 的 连续 函数 ,证 明 等 式 


曲 用 它 
一 | | zz er 写 2)， 
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证 ”考虑 下 面 二 个 有 界 闭 域 ， 
上 一 friszsyeyz 上 日 委 光 扫 工 
让 一 上 2 
和 一 Tray ST 扫 节 
0 委 1 入 2 
人 一 TransST 扫 工 
TS 工 }， 
由 假定 Ar zw 在 域 玉 上 连续 ,显然 ,由 所 员 :记忆 
虽 , 故 Ar ra 在 呈 与 人 上 连续 -根据 化 = 重 积分 
为 累 次 积分 的 公式 ,我 们 有 


站 aeaa 


一 上 az are Fr 《1 
自 刘 厂 


由 arean 
全 


一 | | 上 Je (2) 
干 证 则 ， 一 人 ,事实 上 ,车 人 (zi ， 定 ) 所 ， 刚 


自 芝 芝 工人 过 和 过 五 0 去 A 和 区 《3) 
有 从 而 
[二 《4) 
于 是， 
自生 机 < 委 和 ro 扫 区 1 工 is 开 (5》 


由 此 可 知人 ro) 乓 人 2 反之 ,车 (zsto) 抱 全 ， 

则 (5) 式 成 立 , 从 而 54) 式 显 然 成 立 , 由 此 又 知 (3)》 式 成 

立地 (ziyr)》 所 和 ,于 是 上 一 站 > 获 证 . 由 此 ,再 根 
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据 人 1) 式 与 (2) 式 , 即 得 
| zj are Fe 


站 


一 | cr ae 
证 毕 . 
4203. 证 本 
外 Fe vv Ce 


= 二 | epar ， 
其 中 了 了 为 连续 果 数 ， 
证 ”证 法 
我 们 有 
| 2 人 AD AD 二， 
=--: 1 
| (Ge， | CD 
册 音 


令 FG) ~ | /pare 由 于 了 是 连续 函数 , 放 ir (9) 一 
53) 我们 有 (注意 到 下 50) 一 0) 
下 eaan 


CD 


0 


= 上 | 下 (人 可 人 ee ， 
中 


一 于 CR 了 


和 1 一 和 3 


名 一 1 一 
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Re) 开 ， 


上 


Are az | 一 ye Le 

| eeoae 

-- 刚 站 [FPC DEFGe -oa ， 

二 工 [CPCz。 94， 

引 ! 

这 样 继续 下 去 ,显然 有 

站 Fa Da 7eode 
] ma-1 

= 机 TCF 

于 是 ， 


| repairaoaec reoas 
朋 所 站 


=- 上 | 二 EECOJ TAG Dd 


171 
一 1 请 一 - 四" 
(2 -一 TEL C 【 王 2 CE 


= 二 CGO = 二 (roar 
从 而 
| aa CDAGD 7Goa 
一 二 |7ooar 证 毕 . 
7 


证 法 一 : 
用 归纳 法 证 明 所 述 公式 . 当 ? 一 1 时 此 公式 显然 成 立 ， 
今 设 = 一 天时 成 立 , 要 证 ?一 天 十 工时 也 成 立 ,我 们 有 


| zj era 3 FC ed ] 


一 | (5 [Pree FF 吕 ja 
由 于 假定 公式 当中 二 不 时 成 立 . 故 
| ac ye Fe 

1 . 
是 了 
从 测 | 令 PCG) 一 | epar 风 PFC) 一 7) 


| (oar| 

ea re ) FDC Da 
= | 7rep) ， 站 信 7eoucj as 

】 


二 三 | ce 了 站 (De 


1 


~ 证 下 TCF 


一 zi 人 oar| ， 
因此 ,所 述 公式 当 半 一 二 十 王 时 成 立 .于 是 ,由 归纳 法 知 
所 述 公式 对 一 切 自然 数 = 均 成 立 .证 年 ， 
计算 下 列 多 重 积分 ; 

4204. Co | | 十 妇 二 一 十 mdmraearedans 


G)| | | 十 .zs 十 全 十 2 
性 让 
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解 (| | | (PtL -HH 


一 ae aa (ad 
站 册 所 


一 | | ae 一 


十 嫩 十 寺 )arv 
一 外 十 局 十 : 


和 


十 Y2 十 
了 


op 机 (zx 十 ra 十 。… 十 delz TooedtT。 


蕊 fc 十 好 一 … 十 2 
十 20zi 十 Yizs 十 十 工 Lan 十 了 23 
十 和 十 ayn 十 2 十 二 ar 十 
十 zs。 ts]ezzs 


下 是 1 ] 1 
= 研一 ?zz dz cceea 十 -…-- 
十 了 1 十 《33 十 … 十 rn) 


于 十 和 ，1rJetz 


玉 吴 一 ] 如 一 了 加 | 
和 引 十 2 二 
FC32 1》 


* 》 利 用 本 题 a) 的 结果 ， 


42051 = | 


2 


TI 


解 解 注 -: 
化 为 黑 次 积分 ,有 


了 了 。， 一 | 上 


我 们 区 知 


电 


丰 
一 十. 让 
好 
入 
人 31 工 
一 | fa 一 ri 一 
] 
= 【ea -一 Ti 贡 


这 样 继续 让 去 ,显然 有 
三 ef 
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| 人 


-- 1 - - 1 
EC 性 1 
-FT 
YE 
[ 机 ， 1 癌 
了 - ， 7 1 一 2 
解法 一 


我 们 看 

忆 | ae 人 

在 右 问 的 逐次 程 分 中 作 代 换 ， 
本 


即 刊 


-和 人 一 名 -1 
人 ct 


一 人 7 CD ， 

其 中 闷 5 表 未 当 < 二 工时 积分 瑟 的 值 ， 
兄 … 方 面 .我 们 有 
(C1) 一 | ae. 网 | 
" 上 -3 站 3 站 六 必 
站 二 生生 1 一 名 
-_- raD| 6 一 

已 1L 


放 
反复 运用 .上述 短 环 公式 .可 得 
279 


4206. 


280 


了 


了 1》 后 
好 1! 
于 是 ,最 后 得 
7 一 - 


1 1 1 
| < | 人 ra 
= 丰 


册 


1 | < 一 1 
解 四 1 dz 人 Tian 
由 四 
了 站 1 2 1 
一 cz | | 可 aa Te-iGzn-， 
册 


Ara 工 ] 
人 5 
下 


了 


1. 1 人 as 

四 ” ?ta 一】 | az 

罗 _ 1 
2 8 


注 ;, 也 可 利用 4203 题 的 结果 直接 得 
| 全 了 3 人 ee 


-二 (jrj = 二 


WVr， 十 交 :十 … 十 TECN 


解 作 变 狼 和 二 嫩 (一 晤 )》， 
2 一 王 1 呈 2 一 于 3 


人 


Zr 一 和 1 


则 由 阅 闻 0 之 0 0 十 二 十 … 十 
< 上 知 
| 他 一 上 2) 


且 有 


一 妥 知人 一 扫 ) 3o 人 一 本 ) 
一 的。 区 代 一直 全 帮 巩 可 1 一 
站 区 不 2 
了 一 
人 
f 站 志 


如 在 每 一 列 的 元 喜 上 加 上 所 有 以 后 各 列 相 庶 的 元 
素 , 则 在 对 角 线 下 面 的 全 部 元 素 都 等 于 零 , 而 在 对 
角 线 上 的 元 素 就 等 于 工 1y1M2 国 此 ， 
得 


下 


于 是 ,最 后 得 


人 Ti 十 38 十 ToddTa 
了 


了 Ta 二 二 
1f1 1 _ “ 
一 | | | Ce 
ww 人 
__ 2 
(《 一 131028 十 1 


4208. 求 由 平面 
Gil 十 克 aTy 一 和 十 克 pn 一 十 商人 一 1 2 


所 界 的 = 维 平 行 2 面体 的 体积 ,这 里 说 和 = |ei 天 小 


合十 ar 十 十 Grtr 一 总 人 一 1 2 
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即 得 22 而 体 的 体积 

7 
[2 

4209. 求 ， 维 角 纹 


村 本 - - 
二 十 汪 十 污 十 于 和 1m 00 一 1.2，e) 
如 1 他 2 LT 


《2 站 一 112) 


解 邻 .一 ait = T2m2) 基 得 体积 
了 一 厨 2 加 cd 


和 
间 疏 全 疙 二 


__ 本 
* 》 利用 4205 丁 的 结果 ， 
4210. 求 由 曲面 


守 村 
证 | 袜子 -1 人 人 四 

加 才 了 十 机 十 本 兰 机 9 一 全 
怒 1 好 | 下 


所 界 的 二 维 锥 的 体 各 ， 

解 作 代 换 ; 
了 1 一 人 TCDOS 的 必 
az 一 CarsSI 作 COS 仙 ， 
一 的 Sin 冲 Sin 多 sc08s 息 -1 
和 一 人 1173 我 3 让 力 3 刘 扫 - 了 志 扣 -9 
Ta 一 CnToy 
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as 和 妥 邹 安生 
均 另 - 过 28sr 扫 六 乏 1， 
一 


并 且 | 开 | 三 capeoanr sin 3 和 Sn St 的 3 
于 是 ,体积 为 

1 
7 一 aiasge | 一 | Sine 的 二 机 

所 


sp 可 入 - :| 二 


0 ?| 
”ma 一 人 Sn” 人 2 
下 Si 的 -323 
所 
吕 F1 要 人 让 『 1 门 上 二 村 
一 一 一 一 一， 了 和 
2 ?|, sm 妆 台 急 


sing -ap 
了 


2zaiezraa 


一 汉 2 一 了 
- [2 二] 相 汪 | 
, 
二 
Za1GaeosGn nl2 王 引 忆 [去 
nz 一 3 
中 直人 
r[ ?| 开 [| 
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_ 2zaaesr"an ， Cn 反 
褒 (一 了 | 六 一 1 


2 
2raies…an 的 
(一 1》 邓 一 1 
六 | 有- 
| 
划一 
肆 1 刘 2 人 六 下 了 
于 如 一 1] 二 一 工 
二 
们 iGaeeeln 肛 本 . 1 
" 川上 
划 -- 1 
一 了 
四 1 am 
7 到 1 


x ] 利用 等 式 | sin gag 一 上 es-dpca 0， 
即 得 


| 19 信 
昌 


一 | si- 19z9 十 | sm ae 
" 他 


亚 


一 | sinc 14dP 十 | os 一 way 
白 9 


一 as 1 约 7 移 
* * ) 利用 3856 题 的 结果 ， 
4211. 求 = 维 球体 
十 十 
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的 低 积 . 
解 邻 志 = 迪生 一 12 2 , 即 得 惧 积 
Y 一 由 -| cadarets 一 ae,(CD， 
+ 二 一 人 十 对 二 加 
其 中 0 表 杀 ea 二 工时 的 维 球体 的 二 各 .个 是 ， 
VD 一 | aaerde 
晤 上 局 1 41 剖 裤 1 
一 | 2 加 | 6 1 
部 1 避 1 
一 7 《1 一 癌 ) ec， 
一 1 


一 227。 it )|,sinwae 
日 


于 十 工 | mm 工 
到 遇 辐 
一 217。141) 了 


吕 并 十 ?| ， 
因为 il) 一 二, 故 由 土 述 循环 公 趟 可 得 
7 
旭 六 十 1j 

因而 ,所 求 的 体积 为 


开 王 


7, 一 一 
z| 到 十 ] 


7.(17 一 
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对 于 : 为 个 数 及 奇数 ,分 别 可 得 公式 


PT 
区 


下 >。 一 2 ， 
亚 一 2 “ 【2 2mr 二 | 
To 二 De ” 
特别 是 ， 对 于 YY 73 可 求 得 熟知 的 值 :2a,rc2， 


于 
一 


3 
4212. 求 下 jzadridasrare 其 中 域 Q 是 由 下 列 不 等 式 所 
确定 : 
司 可 正 卢 
巡 十 形 十 区 ， 


解 中 相 | adasrdn 
月 岂 
灶 


一 | az 由 TCR 


1 
| 
#* ) 利用 4211 题 的 结果 ， 
4213. 计算 


『 下 
国 V z 3 了 
开 二 邓 + 二 SIVYT 一 和 一 和 一 

理 王 人 


一 加 | 妇 玉 1 全 gr 
可 十 上 十 必 十 下 发] 
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二 
对 
十 


元 生 四 开 2 
开 一 一 本 


“再 订 
利用 42 古国 结 吉 果 . 
4214. 证 明 等 式 


把 了 Fredx。 


加 《了 一 站 六 
=- |. 六 rom -1 一 一 以 2 


证 | az dz TAGCzsdz 


二 cae| di da 
由 Th z 1 了 


时 


一 上 aar | cr | ， dress 
下 fr 一 rzetrs 

一 | er Do| dz - 于 cz- 
人 六 人 一 2323 


一 | rez )dz dz 他 


直 2 5) cd 
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一 | 二 zadzs 

在 上 述 积 分 中 ,将 二 代 之 以 2 不 影响 积分 的 倩 , 夏 
得 

上 ae :rzrsyaz 
一 . = Fa 算 二 光 du 


< ) 利用 4202 题 的 结果 . 
4215. 证 明 等 式 


| 开 上 actra 小 CrDyeGr 


=- 过 | (2z2 一 aarDGa。 
证 利用 4202 题 的 结果 , 即 得 
| zaoj ad Fr yeari 


一 resoane dz 了 CT 
和 


5+1 T 
下 
| et 
二 3 


一 er Da dz -Ta - 1 


< 十 1 
-| 了 工 (z2 一 4)Taclzs 
一 | rer dz 瑟 dx z re 1 
由 


工 
十 上 
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四 二 (2 一 .32raGga 
1 
-resoaasf ,于 2 一 本 
《2 一 和 
=- 上 TAG 一 mn 
于 是 ,将 rr 代 之 以 z 不 影响 积分 的 值 , 故 得 
上 aaj aaa rs JE 


= 让 | 到 一 ed 
4216. 证 明 迪 里 黑 里 公式 


人 


1 
3 7 六 吕 
了 1 zs1 
1 


和 人 人 交 2 “了 【《 态 ) 


十 高 二 入 十] 

【 户 1， 凋 ge 四 0)， 
证 ”我 们 应 用 数学 归纳 法 证 明之 . 

当 于 = 工时 ,公式 显然 成 立 , 即 

交 [ 一 1 1 了 【《 声 |》 

了 人 和 加 二 ( 太 十 1 

其 次 , 没 公 式 对 壮 一 工 成 立 , 今 竹 公 式 对 壮 也 成 立 . 
为 此 ,将 公式 左 端 写 为 


| 1 辐 | 一 1 证 苍 一 1 
辐 


ee 


在 车 面 的 一 1 重 积 分 中 进行 代 换 : 
1 二 人 一 TS 一 (一 并 Eve， 
-上 二 | 纤 


二 六 
即 得 交 记 二 四 十 二 1) 


-| _. DA 
TCD 
《六 十 … 一 也 1 十] 
“有 (着 二 1) 
pe 
卫 记 ) 十 人 大 ，-1 十 17) 
PC) 十 人 十 入 -十 了 
下 (有 十 十 轴 十 于 
了 【 轧 )T《 产 DT 六 
十 碳 十 十 碎 十 1 
这 样 一 来 ,我 们 得 知 公式 对 = 重 积 分 也 正确 . 从 而 
对 半 为 任意 的 自然 数 时 , 迪 里 黑 里 公式 均 成 立 . 
4217. 证 明 柳 维 耳 公式 


Fi 十 妇 十 十 


工 | + II 之 和 
开 ! 十 可 十 六 十 如 


和 和 1 1 1 


下 ( 记 3 让 7) 


好 


TD 六 士 疡 : 十 十 二) 
| report Le 
让 
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【 户 ， 户 2 疙 7) ， 
式 中 上 六 zy 为 连续 蚌 数 . 
证 “我们 序 用 歼 掌 归纳 法 证 明之 ， 

当 # 一 1 时 ,公式 显然 成 立 , 当 ?一 二 时 ,会 式 也 成 
立 * 即 


中 Fri 十 工人 LT 人 1GXIGTs 
了 站 320， 


1 1 蕊 天 


了 工 ( 六 7 ( 轧 :) 交 
一 了 人 直 区 j Me 取 站 型 。 


事实 上 , 令 吕 表 域 :zl 芝 0zs 姜 0 十 2 所 1. 
作 代 换 ， 
一 与 十 Ai 一 总 ,及 上 一 ， 
则 有 
je 十 工作 


一 [re )de| 二 人 1 一 全 ] 妆 一 LE 


一 | resoael|， IfTL 一 站 在 -1 交 宁 1 
(让 
Ci 十 疡 ) 
一 天 |。 CR 后 te 

其 次 , 设 公 式 对 于 = 一 1 成 立 , 令 证 对 于 = 公式 也 成 

立 , 为 此 ,将 公式 左 端 写 为 


人 Ts 


工 | "2 1 六 卫 


工 i 十 z2 二 二 到 一 1 罕 | 


2 Fe6re ra 
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介 人 一 | 全 十 二 各 


拒 入 正式 ,并 利用 公式 对 于 一 1 成立 的 假定 ,得 知 上 式 
为 


开 恩 六 (3 
大 ; 十 疡 十 … 十 大 -7 


-oo 1 
利用 上 面 已 证 的 = 2 时 的 公式 ,于 是 即 得 
| 加 | Fi 十 三 十 全 十 和 


Fa hv rn 


本 
人 

PFCpDPeDeePCes 
工艺 碳 | 十 声 十 十 记 1) 


四 志和 十 gp- 1 1 


Ca 人 ( 记 )PCp 
一 站 COp 填 十 人 十 让 员 7 十 2 


【+ 本 -2 丰 


| 
ea 
一 卫 飞 韦 1) 了 必 认 :7 二 《《 亡 。 1 
了 (二 十 十 加 -) 
十 记 十 十 记 -DOPCp) 
到 ( 圳 十 玉 : 十 … 十 为 -) 


。 omrset 人 e -1 
册 


| 7e ta 
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PCp DPCpa et) 
FF 工 记 二 全 士 户 ) 


” | yeom 机 
即 公式 对 于 半 成 立 . 从 而 ,公式 对 于 任意 月 然 数 区 成 立 ， 
4218+ 将 展 布 于 瑾 妇 十 旭 十 人 十 到 过 是 上 的 二 重 各 分 全 六 
2) 


后 二 汪 二 qadreraa 
本 


化 为 单 积分 ,其 中 . 产 z) 为 连续 晒 数 
解 “ 作 代 换 : 
| 一 展 rcOs 纺 ， 


3 -= 民 rsSin 的 cos 的 ， 


Ye_1 一 Rrsingsinpesing_scos 旬 
一 民 rsinpsin 的 Sin 名 .58in 辑 -t+ 
则 有 
了 -= 玉 *m lsinr 2 全 sin 3? 隐 六 Sin 败 2。 
于 是 ， 
全 eva 十 坦 十 入 十 妇 )dzidzsreda 


全] ， 


一 Rr| -CRndr| si 2 的 如 多 


站 了 
.sim de sinp -sag -| 2 
可 吕 五 王 
天 一 1】 1 
r[ 2 氏 [ 
下 


一 2T 极 " 
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一 my 工 1 2 了 | 
人 
CE 1 
| 全) 2 
| 1FCRr3ear 
一 本 垩 ;一 | mACRrdr 
如 总 | 
人 ， 
一 民 一 2 -CRryeCr) 


加 


二 hi 。 
一 天 一 歼 | BE LTRR we 
0 


<* ) 做 看 .4210 题 的 计算 过 程 ， 
4219. 计算 半径 为 尺 , 密 度 为 总 的 均 色 球 对 自己 的 位 , 即 求 积 


网 dddradysaas 


人 六 
8 十 32 1 
王 十 史 3 二 半 


了 
于 


式 中 站 2 W cz， 2 上 《3 2 上 《1 和 
解 ”我 们 有 
纪 一 多 由 本 全 

下 二 名 十 于 竹本 


本 Ta 芭 yd 


了 1,3 


且 皇 了 
上 史 十 下 生 症 


出 4155 题 的 结果 可 知 
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站 ae 
| Cd or 2 
3 交 3 


其中 居于 十 只 十 对 .于 是 (利用 球 从 你 ) 


了 
凡 


手 = 2 由 《2z 民 ”一 rrfDdaudyids， 


一 名 5dy 


】 ae 
本 于 aa_ 工 和 
2 3 


au 


一 计 mep4R 


42 加 . 设 > aigany 一 or》 为 正定 形 , 计 算 半 重 积分 


1 本 二 1 六 mrarzeot rr 
解 作 变 世代 的 


一 全 一 1 2 12) (> 
其 中 请 常数 w 以 下 再 确定 .于 是 易 得 (注意 到 av 一 2) 


arai 十 2 ez 十 芭 


FJ 二 1 一 上 
- 人 or+2 人 (2ea+es 
1 - 
十 >'"a aneici 村 了 Sba 十 <， 
二 + 一 1 


由 二 yeunz 是 正定 形 , 故 必 有 号 一 |av| > 0, 从 而 线 
性 方程 丝 
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了 aual) 十 名 = 一 0 但 一 1.2 《2 ) 
?一 ] 


有 有 唯 -的 一 组 解 as* 今 取 变换 人 1) 式 中 的 请 = 即 
为 方程 组 (27》 的 解 .于 是 ， 
1 十 了 六 而 十 节 


1 
= 


1 
= > 2 十 会 ， 31 
1 


其 中 co 一 > >7auarla 十 2 Yoa 二 
41 1 


一 上 


妆 一 / 
1 7 一 1 


-pe2ybw+: 


=- yoa 了 ec (4) 
F 面 我 们 用 诸 ao, 和 所 及 < 来 表 出 上 念 
al om 


训 昌 本 二 和 自主 本 下 本 看 本 下 下 本 下 


上 1 亡 ， 性 

ca 十 1 阶 行列 式 , 即 |ei 的 加 过 行列 式 ). 将 此 行列 式 
的 行列 乘 上 ww ,第 二 列 乘 上 全 2 ,第 型 列 磁 上 妇 都 胡 
到 第 十 1 列 上 去 ,并 注意 到 (2? 式 与 人 4) 式 , 得 


， 5 ay aa 十 
了 了 4 一 上 
9 = | et 一 
百 袜 
1/ 已 ，; 人 > 十 开 
2 一 上 


二 二 南 生 下 是 昌 一- ce 一 六 ， 


四 一 二 = 所 
导 ， (57 


由于 症 en 是 正定 二 次 型 ， 故 由 高 : 等 代数 中 二 “ 父 型 
的 现 论 知 ,存在 正 矩 和 


[pi 六 
站 和 5 
声 1 产 。 
使 在 线性 变换 
人 一 六 人 一 1 2 并) (67> 
J 一 1 
下 ,二 突 灾 型 变 为 平方 和 : 
了 2 一 关 《7 
.JJ 一 】 
其 中 中 二 0G 一 12sr 2) 也 邯 
而 避 
瑟 一 1 天 一 3 《8) 
5 几 


fa en 


其 中 有 4 = (ae ) 一 .由 于 了 为 正 交 矩阵 ， 


在 4 人 全 


故 P-: = FFCP: 表 严 的 转 填 算 阵 ), 县 | 局 1 一 外 训 


1. 由 58) 式 交 知 
他 一 1 49) 
根据 人 17 式 与 6 起, 可 和 

CT 


一 一 一 -一 二 1 


已 
了 3 2 国 | 
五 [gi ys ) | 如 | 了 十 十 
十 是 ,利用 六 六 呈 重 和 分 的 变 虹 找 换 公 式 ， 计 计划 到 被 
积 函 数 的 非 负 虱 ,得 (注意 人 3) 式 、 (5 式 与 477 水 ) 


1 ee- ee 昌 日 
站 
一 人 站 1 
| | “ 《 1 1 
- -JJ 一 s JW - 
习 


Dr ye sy 
克 、 一 人 上 要 可 Te 间 
1 下 1 好 向 ， .JJ 


一 已 广 。 w 1 
一 e 代 | | 让 1 1 0 
人 站 
人 
-2 


1 ED(y ee _ _ 
| 瑟 本 和 Gdss Cs 


人 十 m 中 
菩 | 四 
-一 “外 | 四 | eicrn 


一 己 = 四 -六 
_ ， 
隐 ] 卫 ， 
-= | 症 一 二 1 中 区 aadf 
四 ， - 


作 代 换 = 一 -二 局 国 定 ), 得 
V 外 
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1 曲线 积分 


上 第 -型 的 肝 线 及 分 车 Aryyz) 在 平 濡 曲线 CC 


开 一 站 人 一 1) 
的 各 点 上 有 定 交 并 用 是 连续 的 本 数 ,ds 为 鼎 的 微分 , 则 
jeesyapas 


了 
一 | Fit] Wet 十 2300 十 二 2 


这 个 积分 的 特性 在 于 它 与 曲线 习 的 方 庙 无 闫 ， 
2 第 -型 曲线 积分 在 力学 并 面 的 应 用 ”车 一 PCzyy,z) 为 曲线 


C 在 流动 点 (zy 的 线 密 度 , 则 曲线 避 的 质量 等 于 
Mr 一 | ozsyvaas 
此 贞 线 的 重心 佣 标 (zsyyeyzo) 由 下 面 的 公式 来 玫 示 
2 一 让 | zekrvyzyds， 
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一 加 | 3pf Tsles， 


3 第 -再 的 曲线 吉 分 苍 丽 数 天 站 人 Cs 
一 呈 (C yy58》 在 须 线 tf) 上 的 各 点 上 是 这 线 的 ,这 果 线 的 让 沿 切 使 参数 
增加 的 方向 , 则 


| Persyaaa -| 生 人 人 
本 

一 人 
组 


十 要 [2 人 3 人 《2 

当 曲 线 忆 环行 的 方向 寞 更 时 此 积分 的 符 导 也 变更 .在 轴 学 上 称 分 (2) 足 
当 其 作用 点 撒 绽 出 申 线 避 时 要 力 (P:Q,R) 所 作 的 功 . 

和 合生 信 的 情 玉 省 

到 [yz 十 策 人 Ts) -是 Eryyszjedz 一 人 
式 中 xz = zz3ogl 为 域 站 内 的 单 佳丽 数 , 则 与 党 全 入 于 域 了 内 的 曲线 
的 形状 无 洋 , 而 有 ， 

| par 十 名 gay 十 直人 = 


式 ! 由 (ziyy. 全 为 路 各 的 始点 = 了 Ta 和 为 路 径 的 终点 ， 最 鼻音 的 情 
的 充分 而 且 必 要 的 条 件 为 :在 域 Y 内 ,下列 条 件 恒 将 足 : 


这 时 , 丕 数 * 可 按 下 上 面 的 会 式 来 求 得 
ur yy yz) 一 了 己 (rsyeDady 十 了 Qrzsyyyz)ey 


十 [ 展 (nyowJctz， 
0 


其 中 (zyevze) 为 域 下 内 基 一 固定 的 点 ， 
在 方 学 上 这 个 情况 对 订 上 位 败 所 作 的 功 ， 
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计算 下 列 第 -型 的 曲线 积分 ， 
4221， | Cr 十 ?ds 其 中 CC 为 以 O(0,0) ,4C0) 和 玉 (0,1) 为 
顶点 的 三 角形 围 线 . 
解 | {T 二 
一 | ez 十 yes 十 | ce 十 eds 十 | ce 十 yezs 


= | zar+| VEzadz+ | 一 1+vE 


4222， | ea， 其 中 C 为 楼 线 了 一 ct 一 snt)y 一 al 一 
costt0 < < 2r) 的 -- 挫 ， 
解 听 长 的 微分 为 
ci = wdzr 和 二 (9 生 
一 wa]1 -- cosiy3 十 esimte 


。 下 
一 22sin dt， 
”于 是 ， 
3 
| 一 ze Sin 到 代 一 ROSE)2e 本 
昌 站 


Zr 节 
一 se sins 总 一 32a| sinwau 
骆 避 


一 236 3 
15 
4223， | (2 十 3 其 中 心 为 曲线 二 一 afcost 十 tsint) yy 一 
efsint 一 tcaostf0O ss ts 2X)， 


解 长 的 微分 为 


性 一 wetzcos 引 十 Ca28sin 于 一 atcdt， 


于 是 ， 
| 《2 十 吧 )Gs 
2 
一 | fazfeost 十 zsint)2 十 afsint 一 2CDst7 atct 
3 
= aa +ed = 2ras0 十 2 
4224. | zyds, 其 中 C 为 双关 线 z = acht,y “sht(0 袜 4 写生 
的 颖 . 
解 驱 长 的 微分 为 
二 Ya 于 干 研 charei 一 4 wehn2tc， 
于 是 ， 
| za 一 achesht wech2tet 


一 全 | sp2 AR2e 
站 3 人 
一 和 | webhezergch8z) 
3 rm 
一 全 (Yehe2z 一 1)， 
4225. | ( 寻 十 具 )as, 其 中 避 为 内 摆 线 碍 十 站 一 哮 的 弧 ， 


解 方法 一 : 
按 直 角 坐 标 方程 计算 , 引 长 的 微分 为 


本 一 YL 二 yazr 一 Sidz， 
还 了 
于 是 ， 
| 十 类)ds 
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| 
十 
是 
1 
刀 
| 性 
所 
_ojsa 
所 
轴 
必 
te 
1 
妈 | 久 
| 一 | 过 一 
. 
分 


上 
HH 
因 

一 一 一 , 
om 
f 
吕 
十 
名 

4 
图 
ea 

| 
io 
包 
SS 
所 
好 

| 
可 
电 


按 参 数 方程 计算 . 若 令 y 一 acos 对 yy 一 asinai， 
则 
必 一 vv9areosttsina 十 9a5slInieos2 相 


一 3acostsintdt| 0 芝 上 势 志 | ， 
于 基 ， 
| (xz 寺 十 痊 )sz 


一 4 feos4i 十 Sintfy 3ccosteintecEt 
山 


7 『 到 四 
一 24e 了 | sin5 红 (SinE 一 4 了 
履 


4226. | rds, 其 中 C 为 由 时 线 一 ovg= 0,9 一 二 (和 


?为 极 坐 标 ) 所 界 的 四 鱼 线 . 
解 凸 围 线 由 三 段 组 成 ,分 别 是 :直线 自 Y 一 0(00 委 r 扫 


0); 贺 弧 段 > 一 “| 0 入 9 苹 王 | ;直线 肌 ? 一 开 (0<r 乓 


ae) ,级 长 的 微分 相 席 地 是 :本 一 二 ds 一 YY 于 十 road7 一 
agoic 一 好. 于是， 


| evsrd 一 上 et 十 | zaar 十 | 


一 2(e 一 1) 十 鹉 


4227. |】 1314s, 其 中 C 为 双 纽 线 人 (十 y 天 一 二 (全 一 2 的 
最 . 
解 。 双 纽 线 的 极 坐 标 方程 为 六 = azcos29. 弧 长 的 微分 
为 


一 ww/ 十 rp 一 人 
9 
于 是 ， 


|? | 一 仆 。 VEGS29eing 。 如 dp 
| “ weDs29 


一 46 红 一 cos 条 | 二 242(2 一 2 ). 


4228. | za， 其 中 二 为 对 数 螺 线 7 一 4 0 在 砚 * 一 w 内 


的 部 分 . 

解 。 弧 长 的 微分 为 

必 一 ae v 干 本 4 多 一 co 所 9Y 福 0)， 
于 是 ， 


| 65 一 下 aetreosp ae vv 十 站 dy 
dv 十 如 2keese 二 ge 2 好 


2&a2 wT 十 嫩 
1 十 4 本 


4229. | v 二 二 de, 其 中 C 为 国 周 忒 十 光一 上 
解 ”对 于 上 半圆 周 , 弧 长 的 微分 为 
| 
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于 是 ， 
自 
| wa 十 Wed 一 多 WA 经 
7 2 VCT 一 人 
相 三 工 
一 “| 产 一 2a3 


4230. | 容 , 其 中 C 为 最 链 线 y 一 uch 三 
解 。 弧 长 的 微分 为 


cz 一 上 sh dr 一 ec 二 dz， 


于 是 ， 
妈 3 1 en ch 一 
| 宝 -| 一 二 斌 
机 aazchaz 守 . 
它 
和 
-六 sn| 
4 1 十 sh 于 
一 二 arerg| sh 三 | 一 到 
如 中 | 一 了 


求 下 列 空间 曲线 的 弧 长 《参数 是 正 的 ): 
4231. 了 一 3y 一 3 一 2 愉 避 0,0.0) 到 4443,3，27. 
解 原 长 的 微分 为 
加 一 Yz 十 十 一 322 十 1) 二. 
于 是 , 弧 长 为 
5 一 acze 十 1)dz 一 5 
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4232. 一 icosty 一 ereintz 一 9 当 0 < 一 十 co 
解 。 弧 长 的 微分 为 
在 一 we (cost 一 sin 一 exfeosl 十 Sn 十 er5 丰 
一 3 
于 是 ,六 长 为 


四 和 一 人工 二 
4233. y 一 aarcsim 这 了 mn 十 过 从 CC0,0:0) 惠 | Cryy 
0 +Z0， 


解 。 踊 长 的 微分 为 
六 


本 间 

ds 一 人 /1 十 2 十 一 3 
3 一 2 
(ed 一 < 
于 是 , 当 凑 上 时 ,有 


0 330 一 2 


crf|xo| < aa)， 


“由 下 二 2 
他， @ 十 -ra 加 | 
兰 于 a 一 全 十 zu 一 [se 十 | 


当 x < 0 时 ,有 
:| 362 一 归 科 
一) 
如 ， 习 十 2 

in 
4 人 一 


名 之 , 当 | zol < Ge 有 :一 [zo | 十 | | 
几 234 (一 9 一 人 (人 十 3 一 姬 一 呈 2 从 口 C0.0.07 到 


三 信 


了 np 一 |z | 十 |xo | 


十 (royooezo)。 
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解 由 (位 一 3y 生 一 C( 人 二 3 一 神 一 2 可 解 得 


由 证 
呈 + 到 
一 ye 3 sx 十 Ye 
故 弧 长 为 
人 
- Yae + Ya 上 十 1 

3 

2 
号 [7 Vs TS 


1235. 人 趾 3 一 cz 一 证 过 从 CC0,0,0) 到 | 妈 (rosyooy。 
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解 取 曲 线 的 参数 方程 为 
们 一 WeeeOSs 一 ,y 一 cesi 过:z 中 


则 听 长 的 微分 为 
吧 一 和 cos 二 二 sin 羡 
| WA 0 = < 


- 一 2 了 
CE + 1 经 
性 C 民 


2 we 
-< 2 十 < 
于 是 , 匠 八 为“ 
mo2g 十 CC fm /= 2 _ 
5 一 | 了 | A/ 了 二 二 3 -4 
一 ca| 1 二 各 | 


4236. 二 十 风 十 于 一 YE 十 ch 
4(ta.0:0) 到 点 召 ( 荆 ,ye)， 
解 令 了 一 ve 一 zicospy 一 vi 一 52sinp, 不 妨 设 
 D, 则 有 
二 we 一 《十 好) 


aretg 阿 一 如 失 点 


一 | 1 一 一 &th 色 


可 
Ch2o 
而 cx 一 于 一 Yell 一 tbhio) 一 起 , 故 


一 和,y 一 续 29 ,> 一 athg 为 井 线 的 参数 方程 , 
长 的 微分 为 
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-综合 


可 二 shzp 十 1 
-一 哩 - 一 -一 一 一 一 一 -一 一 
Chagz 


_ 3 
w 2a 二 人 


于 是 , 绰 长 为 


2 
“下 3 se 一 ve| 二-dp 
二 2 VY3a| Te 
二 2 aaretger| 
和 
一 2 2clarctgE -5 一 工 
人 生 
一 veaarctg -全 一 .9 
本 研 上 
容易 推 证 , 当 = < 一 0 时 , 听 长 为 
”3 一 Yaaretg 一 一 二 _. 
京 。 
总 之 ,最 后 得 
s 一 w 2 aaret 儿 -; 上 |L 
好 一 到 


<*) 由 xx= 一 athPp 知 ， 
ZE? 十 ee 人 一 人 9 一 ED) 


cfes 一 1 一 are 一 1 


从 而 
pp 有 十 机 妈 十 这 
0 
x x ) 由 于 


3098 


人 


总 ， 
一 arctg -一 -一 
村 | wa 一 2 


六 
计算 沿 空间 曲线 所 取 的 第 -型 曲线 积分 : 
上 237. | 《zs -人 十 23dr 其 忠 为 氏 线 了 一 acostty 一 asint， 
z 二 下 但 和 5 三 27) 的 -- 自 . 
解 继 长 的 微分 为 
一 二 
于 是 ， 
| (2 十 蜡 十 和 eds 
一 更 于 这 | 地 十 Pt2 jd 
一 全 (3u: 十 4z2B2) we 十 如 
4238. | zzdr, 其 中 C 为 区 周 辽 十 多 十 过 一 az 十 ?十 = 一 
0 
解 方法 一 
31 怠 


1 fr 二 
一 轿 7 ” 
LA 
卫 十 十 立 

vv 了 


则 溯 周 上 化 为 


pz FRR 


je 
=- 几 订 + 六 4 


辣 | 下 人 ， 1 | 
一 | (3 十 共 04 十 -一 -| ae 
8 WY 3 


一 - 二 | aas 十 3 | ea 十 -三 | eu 


| aceDS297 拘 


一 =-8eza 十 工 
= F 


十 读 | ， cncDs 生 In 


方法 二 
由 尺 称 性 知 ; 

| ma 一 | > -= | = 
于 是 ， 

| zw- 二 | 2 二 了 二 mas 


本 1 了 


4239， 


4240. 


四 
| 一 3 


| as 其 中 C 为 圆 外 曙 线 .= tcost,y = fsint,z 一 1 到 
L 三 如) 
解 红 长 的 微分 为 
二 一 wecesz 一 18inz 和 十 (sinf 二 如 osf)2 下 了 Ti 
一 Y2 十 纪 本 ， 
于 是 ， 
ja= .3 Pd 一 二 [2 十 人 和 一 


7 


| ze, 其 中 ( 为 天 线 妇 十 大 二 网 一 ar 上 队 点 O(0， 


0,0,) 到 点 4fesase w2) 的 手 ， 
解 由 曲线 方程 得 


认 和 而， 9 
子 一 芋 -一 Ye 一 一 Ne 十 @， 
弧 长 的 微分 为 


人 十 1 十 


-| 二 十 2 
十 是， 


| za 


2 


昌江 十 全 | 


人 了 894 十 9az92 十 204 
| YY 局 十 2 人 


v3f 1 
一 | > AY 十 生 azo 十 了 atdy 


上 轴 ww / 总 ga 8 17a: 
本 | 上 + 又] 本 


昌 了 把 | 
dl 十 1 
加 公关 9 1 
re 中 本 0 
5 3 十 8 十 4 2 
17a4 9a: 
区 En| > 十 16 


于 


| 
+ 


-将 (| 区 19 
64 人 2 


目 


9ea 17a4 ln Le ] 
64 2，165 16 
VZ 2544 V38 一 18a4 

近 128 


17e 
3 17a' | 16 


本 让 
25a2 十 8 了 


16 


00 w38 一 
一 元 0 8 一 72 
25 十 4 w38 
17]n 7 ] 


4241+. 设 曲线 =erostyy 一 Zintt0 扫 it 雪 2 在 点 (7ryy) 的 
线 密度 等 于 一 |?| , 求 其 质量 . 
解 ”质量 m= 一 | lyjds, 其 中 C 为 模 国 z 一 acost,y 一 
asintt0 扫 上 < 去 2r)， 
先 设 二 呈 这 时 
一 valsinal 十 eosaect 
一 Q vv] 一 Ecosstdz， 
了 可 
其 中 e = 二 分. 于 是 ， 
一 | aasim 内 ] 一 Ecos 踢 c 可 
息 
十 | < 一 外 inz) ww 1 一 Etcossrcdtt 
一 一 | wj 一 ecosidfcost) 
十 ce ww 一 EcostECKcost) 
一 = v ] 一 名 peia 十 | 旷 ] 一 蜡 于 人 
-1 -1 
-一 4oi| ww 一 屿 ctei 
站 
一 经 [六 ex w1T 一 和 ti 十 了 arcsin(eu)] 


8TCS]TE 


中 一 中 


一 28 十 2cB 


次 设 a 二 请 这 时 
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cd 一 vazsingi 十 52C0S 于 c 
一 中 所 1 十 cosztett， 


其 中 中 = 一 和. 仿 前 ,有 


萝 一 | assin 所 ] 十 Ecos3ct 
品 


tr 人 
+| 人 一 sint) AAA 十 Elcos3tc 


) -- 
tl 十 Eee 
四 


二 人 沁 1 十 


昱 一 1 


+ 二 msn+V1+ee] 
二 3 十 26 全 十 YL 二 和 ). 
了 


最 后 , 若 a 一 二 , 则 栏 圆 退 化 成 图 ,这 时 < 一 ad， 
故 


六 可 
了 一 ] azsintctE + | (一 asintyac 丰 二 da 
扬 可 


综 上 所 述 , 可 知 

282 十 202 SS， 若 e > 
3 < 忒 

3 十 2op 二 YL 十 晤 , 车 < 

上 
44G2， 若 & 一 品 ， 
2 2 

其 中 E 一 人 二 人 (> 月， 
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V 酌 一 开 


E - 本 < 


4242. 求 曲线 了 一 好 yy 一 全 世 一 30C0 裤 4 扫 1) 的 弧 之 质 


量 ,其 省 度 依 遇 律 e 一 A/ 22 而 变化 
解 中 长 的 微分 为 
十 
一 av 于 如 于 世 中， 


而 密度 2 = /2 一 上 于 是 ,质量 为 ( 作 代 换 & 二 禄 ) 


##! 一 | AN 亿 ds 二 z|: wT 十 在 十 癌 下 
< 租 昌 


一 和 | 二 十 琵 c 
2 JJ 


_ ua [ve 十 玛 
一 wT 十 十 嫩 


3 ， | 1 1 
十 言 mle 十 豆 十 vTTY 二 本]| 


aa 3，3 十 2 3、 
一 全 [G v 本 一 1 十 an3 二 3， 


反 


4243. 计算 均匀 的 曲线 》 = ach 去 从 点 4(0,e) 到 点 吕 吧 人) 
的 弧 的 重心 的 坐标 . 


解 弧 长 的 微分 为 
中 一 一 sh 江 cdz 一 ch 二 dx 
质量 为 
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了 更 一 me 二 dx 一 aosh 名 一 页 外 一 22. "1) 
于 是 ,重心 的 侍 标 为 
昌 
一 锋 | ch 二 dr 
地 


了 
钾 五 
一 sb 也 呈 
只 [aps 人 | eh 1 
-一 1 7 ?| 将 1 
TEL ww 公 ce 本 
| 一 如 
一 心 人 下 一 
3 一 全 ch 了 -=- <e"| hz 竺 dz 
一 cos 六 1] 十 ch2z 
JJ 2 
earzr 4 2 
一 六 [3 dsh 守 ] ， 
2 必 2& sh 2 
1 1 了 六 
上 瑟 所 下 一 在 
wa 一 2 十 忆 
_ 六 ， 
2 2》 大 一 
兴 四 4 eeh 二 岗 中 汪 一 公有 而 
本 
sh 二 = cbz 之 1 一 全 二 和， 
4244. 求 摆 线 
2 一 C 人 一 sintyyy af 一 costf0s 二 8 的 弧 的 重 
心 、 
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4245， 
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解 颖 长 的 微分 为 
cs 一 va] 二 E6S8 十 和 四 下 c 


= 2asin 王 df- 
质量 为 
7 -一 2apu| sin 瑟 思 盖 44 
于 是 ,重心 的 翁 标 为 


0 一 二 po 人 一 Snty。，2asin 总 dt 


世 
一 也 2 上 1 3 二 性 一 2 和 | SHES]D 3 二 


一 一 ctcaos 二 | ， 十 a| cos 避 本 
丰 六 1 
十 < COS 5 COS 3 jz 
_ 4 各 
了 


wo 一 二 | aaal 一 cost 7 20sin 二 起 
7 


2 
从 上， 疼 上 | 
一 广 |s 本 | 
人 4 


S1 Sit 了 [ 
计算 妹 面 上 的 三 角形 娃 十 虹 十 宇 一 CI 卫 人 0 0 
z >0 的 围 线 的 重心 的 坐标 . 
解 作 球 坐标 变换 ， 


工 一 res 久 08 胃 ,yy 一 rSingOS 仍 ， 


& 一 rsin 纺 ， 


则 球面 上 的 三 角形 三 条 曲 边 的 方程 分 别 是 : 


了 一 gcosgy 一 dsingg 一 050 扫 9V 势 六 
委 : 


定 一 QC0S 册 9 一 0:z 一 8in 人 10 < 级 了 3 
工 一 0 一 GCDSs 交 一 人 SiD 仙 0 < 作 < 扫 志 . 
又 因 围 线 的 周 长 为 
本 一 3。 Z4 一 3 
2 2 
于 是 ,重心 的 坐标 为 
| ecosy “可 芳 十 | eesy = 克 本 他 
凤 则 
由 3ze 
2 
2 
are 3 
2 
42 
利用 对 称 性 知 :ro 一 为 一 ao 一 远 


3 
4d4246. 求 均 与 的 弧 字 一 ereosty 一 esintz 一 人 (一 co<t 安 0) 
的 重心 的 坐标 . 


解 弧 长 的 微分 为 
ts 一 weafeosf 一 sint)z 十 esint 十 cost2 十 eezt 

一 3erdt. 
质量 为 

mm 一 ved = v3 

于 是 ,重心 的 坐标 为 
2 一 二 | eeosz -3 一 | ezcosr 李 

一 2cest 十 sintex| 一 2 

吕 一 必 吕 
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1 f 。 - 
35 一 2 erstnt 。w 3 eti 一 | eatsimtct 


2asint 一 cbst :| 
四 民 


本 号 
1 站 昌 
一 点 | < VSed 一 | eE2dtz 一 


? 


| 
局 | 王 


工 
2 
4247, 求 螺 线 工 一 acostyy = asintyz = 和 (0 < 挟 2x) 的 一 
枝 对 于 坐标 轴 的 转动 惯量 . 


解 弧 长 的 微分 为 
上 一 osinte 二 atcoss 十 
加 十 中 7 
一 一 -一 天 
2 
于 是 ,转动 惯量 为 
一 ea 
站 加 
= 站 (esine + 让 2 人 和 十 外 or 
在 2 立 
= 和 Ad4m2E2 十 下 2 。 开 
+ 到， 寺 V 本 二 大 。 于 (2m 
一 | 生 十 下 1 vv 生 有 干 天 
一 13 司 4m2czz 十 下 
= | 一 


| 


二 必 cosz 十 息 2 
， 去 sd4T22 十 严 2 
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十 和 元 Vs 干 丙 ,二 (2m， 
1 2 克 3 

9 十 人 | VE 于 碟 

2 十 好 Js 


1 
| 
tn 
-一 、 


一 去 4 下 de 
-ovV4 干 形 . 
4248. 计算 第 二 型 的 曲线 积分 
， ety 3， 

式 中 怠 为 侍 林 原点 ,4 点 的 坐标 为 (1,2) 并 没 :Ca)O4 为 
间 线 段 :(6)04 为 抛物 线 , 其 轴 为 COysCn)O4 为 由 COz 轴 
上 的 线段 OB 箱 平行 于 Oy 轴 的 线段 34 所 组 成 的 折线 ， 
解 (ay 让 线段 的 方程 为 了 = 2+, 于 是 ， 


| zay 一 ez 一 2rJdz 一 站 . 
《5) 抛物 线 的 方程 为 y = 2 于 是 ， 


] 
| TeY 一 YET 一 | (d423 一 2r2etr 一 二 
心 刀 自 


2 
(na) 线段 加 B 的 方程 为 ?一 0.54 的 方程 为 = 1 于 是 ， 
| zay 一 ydxz 一 | . dz| dy 一 2. 
4249. 对 于 上 题 中 所 指示 的 路 径 (ay,(5)，(e) ,计算 
| ay 十 yaa 
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了 
解 G| var 十 wetr 一 | (27 十 27dr 一 过 
L 入 
上 
|， :el 十 Per 一 | 《472 十 2r2yedz 一 了 
和 户 


| zay + yar 一 | 一 2， 
在 参数 增 可 的 方向 , 沿 所 指示 的 曲线 来 计算 下 列 第 一 
型 昌 线 积分 : 
4250. | ce 一 2zyjdz 十 ( 呈 一 2rydy, 其 中 C 为 抛物 线 一 
2 一 1 <s7 扫 1)， 
解 ”由 题 设 y 一 妆 , 从 而 ay = 2xrdz, 于 是 ， 


| 一 2xzoy]ez 十 【和 一 2 


] 
= 2 一 283 十 2274 一 0737ctr 
一 | 
_ ]4 
15” 
4251. | (2 十 cz 十 (一 322y 其 中 C 为 明 线 
3 一 1 一 11 一 了 (0 扫 工 委 2)， 
解 当 0 所 zzS 受 1 时 ,yy 一 1 一 (一 了 7) 一 vv 从 而 dy 
一 dzrt 当 1 委 工 委 2 时 ,yy 一 1 一 人 z 一 1 一 2 一 工 从 
而 ay = 一 xz. 于 是 ， 


| 十 23jctz 十 ( 妇 一 jety 


t 8 

一 | .zzaz 十 | [十 (2 一 了 有 一 和 十 (2 一 区 )3c 
】 

站 

3 
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4252. 中 + dz 二 Cr 一 ydy, 其 中 C 为 依 反 时 针 方 向 通 


4253. 


4254. 


过 的 桥 园 到 十 和 一 1， 
解 “利用 椭圆 的 参数 方程 
人 一 costyy 一 asintfO sr < 2r)， 
则 有 
中 必 十 396 十 Er 一 3 


= | ceos 十 8sint)f 一 Qsinty》 
十 (acrost 一 PsintJpcosb]c 王 

T 了 所 

一 | | apcosz: 一 人 十 


Sin2t| cz 一 【0 


| cza 一 sdz 十 dy 其 由 心 为 摆 猴 

一 4 一 sintyy 一 al 一 ceostf0st ss2r) 的 一 拱 . 
解 由 题 设 郑 :ax 一 al -cosfjdiydy 一 dsintdt。 
于 是 ， 

| ez 一 dz 十 dy 

一 上 ca 一 和 1 一 cost) ef 一 Co 叶 ) 


十 呈 tt 一 Sint)asitnzy ct 


3 
=| atsintet 
一 一 2ftfcost 一 Sint) | 条 一 一 2xc 
中 笃 十 22 二 生 一 史 人 7, 其 中 避 为 依 反 时 针 方 向 
2 十 儿 


通过 的 较 周 十 六 一 二. 
解 “利用 圆 的 参数 方程 
引 23 


一 GeDety 一 SnED ss 2 


出 有 
3 一 
， 了 十 入 
后 一 laeosl 一 esini)asir 一 《ecost asini)Gcos 有 

加 

一 一 一 … 2 

站 
4255. 下， 全 二 和 ,其 中 AUCD4 为 以 401,0),B(0， 

玫 且 人 站 | 十 和 | 


1 1 0) DO0. 一 1) 为 项 点 的 正方 埠 的 条 线 . 
解 正方 形 各 边 的 方程 分 别 为 


4 一 1 一 (3 
人 一 一 一 区 了 五 4:7 一 一 上 十 工 . 
于 是 ， 
cz 十 好 y 
。 | 十 137| 
= | 空 填空 十 | 达 工 十 好 
.6 宛 十 中 mr 十》 
+ ct 十 co dz 十 Gy 
pp 一 工 一 了 4 将 


leczr 寺 | | 2 人 
自 


-ja 
+ G -Dadz 十 | 2ax 
站 


4256. | sinydz 十 sipzay, 其 中 4 品 为 界 于 点 4(0,x) 和 点 


忆 吾 


BCr:0) 之 间 的 直线 段 . 
解 4B 的 方程 为 ?> 一 工 一 工 于 是 ， 
324 


4257， 


| SInyet 十 Snreey 
则 少 三 


一 | simdcx 光 ]G 了 Sindtc 
刁 


< | siaz 一 Sitnrje3 下 


注 ， 系 题 胃 | aasiny -aasinz, 若 把 它 理解 为 


| zcrsiny) 十 egysinz), 共 值 仍 为 鹤 ,与 原 等 案 也 符 


合 . 

轴 arctg 全 cy 一 dx， 
其 中 Om4 为 抛物 线段 ? 
一 Or4 为 直线 段 3= 
了 

解 如 图 8.62 所 示 , 我 
们 有 

中 arete 之 do 一 好 


一 arct 攻 之 cy 一 好 
TO 几 证 

十 | arctg 之 dy 一 dz 
Ar 这 
] 上 

一 | 2zarctgdr 一 | az 
折 好 


十 | ereeea 一 二 
1 


一 工 2arct 有 区 工 


1 1 1 
_ 一 一 一体 
自 ] .和 吉 二 


图 8. 62 
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_ -zz 一 arctgz) 有 一 1 一 | 王 一 ] 


注 : 原 题 为 中 oarctg 十 一 &zry, 若 把 它 妊 解 为 
和 dz| >aretg 二 ] - i, 则 其 但 为 零 ,与 原 答案 不 符 . 
验证 被 各 函数 为 全 微分 ,并 计算 下 列 曲 线 积分 ， 


【2 3) 
《一 


4258. | ， 0 十 yd 
解 显然 ,rdy 十 EX 一 人 (YX3 是 全 微分 . 于 是 ， 
[ Jay 十 3 


《一 1， 
革 们 3 


《3 
一 | 全 (和 
《一 1 


一 19273 
和 一生 
4259. | adz 十 ay 
了 立 ， 
解 虽然 ,rdz + yay 一 才 于 全 艺 | 是 全 微分 
于 是 ， 
【3 一 和 
| Te 十 363 
《DT 
1 人 十 二 | 
4 生子 过 


[个 ?13 


2 | 人 旨 , 一 4 


_ 碍 十 
加 2 《CE 1) 2 
《337 
4260. | MKz 十 dz+ 开 一 3)dy 
解 显然 ,我 们 有 
3206 


4261. 1 


(十 3 十 人 全 
一 《ET 十 TY (rerz 一 Yety 


一 cgKz 十 1 < 也 | 
Try 十 二 人 二 ， 


即 是 全 油分 . 于 是 ， 


| 世 十 3 十 (7 一 了 9 


洋 。 


加 | 


2 0 


| (一 3DCdm 一 加 7) 


al1, 一 1 

， 站 3 
解 “显然 , 代 一 站 (dz 一 ay) = 4 竺 二 史 是 全 微 
分 .于 是 ， 


PIT1 ,17 


| 一 Cd 一人) 


-f" 1 了 民  - : 世 
一 ]》 
(2 0 四 
机 《1 - 17 加 2 
4262. [ore 十 y)(dz 十 dy), 其 中 Fe) 为 连续 冰 数 ， 


解 。 令 Fz,y) 一 | /codu 由 于 cu) 连续 , 故 
FT 一 十 PC 一 -Cr 十 3 
并 旦 它们 都 是 zx,y 的 连续 函数 . 因此 , 忆 Czyy) 可 微 , 呈 
FT 一 下 rdr 十 下 (cy 
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ee 十 
设 AGz vidr eey 总 企 徽 分 .并 日 


人 
| Testcar 十 人 
1 


放下 
一 站 人 一 下 00) 一 | 了 本 

人 2 
4263.| ”将 ” 二 王 沿 着 不 与 


本 了 Ooy 轴 机 交 的 路 径 ， 
解 显然 ,当天 0 时 ， 
oz 一 -dy 一 | 加 了 1 
3 1 定 
是 全 微分 . 于 足 ， 
| si 一 2 
0 2 
5313 之 1 2 
oh Te sa ad 请 不 通过 村上 的 
攻 本 十 季 


解 显然, 当 (zy) 和 关 (00) 时 ， 


CE 十 cy 一 cf WA 干 于 
二 于 7” 
是 全 微分 于 是 ， 


全 Year 十 dy 
GD wz 十 扩 


《97 

一 人 .av 到 二 字 ) 
必 J 站 > 

上 v | 全 0 一， 


4265. | “9 ezydr 十 go)ady, 其 中 9 和 少 为 连续 琢 数 . 
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4266. | 


解 由 天 多 六 直 乏 续 男 数 , 夏 亚 然 有 
IPTOezr 一 人 ye 
一 cr + CTPOry -CT 
共 中 下 os》 一 | peictaGCy) 一 站 woase 十 是 ， 
eryzr 十 gody 荐 调 数 已 Cz) EGG 的 全 微分 ,从 出 
有 
【ra 
1 Laoaz 十 弛 (3 cy 


一 【有 (Cr 十 让 (四 | 二 2 
一 [Cray 十 Ce -EC 十 人 (0 


-- aaa 十 上 zoom 


| 二 Dadz 十 (6zo2 一 5y9dy 
解 三 三 寻 二 6 一 5 
记 然 , 王 ,入 在 全 平面 上 具有 连续 偷 导数, 并 且 


阁 - 驶 19 
二 1273 :到 12zry ， 


放 2 = 区- 由 于 全 平面 是 单 连通 区 域 , 故 在 个 平面 
上 状 这 式 1 Pdz 十 包 gy 是 某 困 数 xzyy) 的 全 微分 ,并 且 
线 积分 | Pdz 十 @dy 与 路 径 无 关 , 因 而 可 按 绊 行 于 坐标 
畏 的 直线 段 米 计算 所 给 税 分 ,得 

| f24 十 4 二 6 一 


《一 2 17 
- | ( 必 十 4 00dzr 十 | 56( 一 292 一 59 
= 55 十 7 一 62. 
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4267， 


注 : 也 可 利用 简单 的 技巧 求 册 机 数 ezvy) 来 .我们 而 
(十 4r0a 了 二 (87232 一 5 
一 d| 条 |+ 2wdtzo + 2ardGnD 一 do 


一 d 亏 和 22 好 | ， 
* / 
从 而 
【3 0 
| fT4 十 4 十 《8672 一 是 


【一 3+ 一 12 
了 半 你 
一 62. 


《2 13 


.5 ， 
_ [到 | 272y 号 2 


1 一 加 
| 2 二 光 守 沿 闭 不 与 直线 》 一 了 相交 的 路 谷 . 


_- . 定 
解 了 了 一 (z 一 本 (一 3 
让 殷 六 十 六 
站 一 四 (天 9%)， 
考虑 平面 上 的 区 域 吕 = {zy)z 站 .由 于 中 是 单 连 
下 取 


通 区 域 且 在 其 上 宕 = 芳 , 故 在 口上 ,Pdz + Qdy 是 菜 


函 教 & 一 w(z,y) 的 全 微分 ,从 而 在 2 上 线 积分 | Pdz 十 
Qdy 与 路 径 天 关 . 因此 ,可 按 平 行 于 崔 标 辆 的 直线 段 来 
计算 所 给 积分 ,得 

| 字 姨 人 一 3 


t+ 一 ]) 《一 9 


do 
一 人 于 1 二 | 二 空 闻 


注 :也 可 利用 简单 的 技巧 求 出 函数 “zyy) 来 . 我 们 有 


zldy 一 3dz (人 一 yjady 一 3 人 zz 一 休 


《 工 一 3 了 《人 一 3 
一 4| 峭 
二 时 
从 而 
《1,0DD) _ 站 DO 
| zc 一 ydz 一 -了 1 
-DT 一 区 证 | 
拉 辣 2 于 ， 
出 - 子 1 之 机 卫 
4268， | ec0s 宇 jaz+ [sa 十 六 cos 志 cy 沿 着 
不 与 O@y 轴 组 充 的 路 径 ， 
解 当 工 洋 昌 时 ,有 
忆 二 [一 兰 cos 之 ,和 一 sin 立 十 业 cos  ， 
证 于 守 下 过 
PP 2 2? 
鸭 一 一 了 pos 二 十 号 s 记 字 ， 
了 
鸭 一 一 之 caos 之 一 六 cos 之 十 sin 之 


一 22yoos 出 十 郑 sin 业 
区 证 < 让 
考虑 右 半 平面 呈 = {(zy)|z>> 科 } 由 于 号 是 单 连通 区 
域 , 且 在 其 上 型 一 芒 , 故 在 全 上 必 是 某 函 数 x(z,?) 的 
全 微分 , 卫 可 取 
yy 


KTryy) 一 | 505 坟 


三 全 


十 eay 十 ycosy edty 


一 [十 sin ] | 十 ysSIin4y 
证 1 


闻 
机 
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4269. 


4270. 
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四 全 
一 
村 
- 重 
于 是 
【2 + 村 
YY y 
| | 1 DO9 之 | az 


四 过 


和 | 
sin 一 十 之 CGOR 二 | 可 ww 
并 光 人 


十 


人 


一 |> -1 十 2sin 立 | -一式 十 1. 
守 ! 


| cesywv 一 - Siezy 
攻 丰 07 
解 显然 , 丰 
ECOS3dY 一 Sinaecty) 一 Cercosy)， 
于 是 ， 
习 s 
| Erfcosyer 一 Sinyely) 
苹 四 了 
[本 | 5 
一 | (ereosy) 一 《ereosg | 
fc [四 ) 
一 eccos -一 荆 . 
证 明 : 震 . 赤 o 为 连续 六 数 县 C 为 逐 段 光滑 的 封闭 赎 线 ， 
则 


中 ez 十 wz)Crdr 十 val 一 10. 


证 今 己 (Cry) 一 二 aaa 由 于 Fa 是 连续 
末 数 , 故 

开 Kz 一 TOzr 十 姑 》， 

下 (Tsy) 一 VCT2 十 庆 7， 
并 有 旦 显然 Frzy3yJPstrsy) 都 是 zy 的 连续 藤 数 . 因 
此 ,Frzy)y 可 微 , 旦 


CC 一 下 (rdr 直下 (Crazy 
一 Fr 十 Jaear 一 yety) 
于 是 , 侍 到 《7 上 -点 Czoryr) ,有 


中 rer 十 (rdzr 十 wy) 
《ro 


ro 


一 《3 


一 了 (ro 一 百 (royyo) 一 小 
427.az 一 ( 王 十 287 了 T 十 (和 一 2ry 开 )C 


解 > = 上 Ge 十 2zy 一 42]Jez7 
+ | -edyTec 


3 
一 芝 二 -一 了 上 疡 。 


己 了 
一 
4272. cz 全 号 229 十 332 
加 区 2 | 
解 : | 去 一 近 二 r | aay+C 
二 | < 十 C 
2 
了 已 
-了 | | 
一 3 生 3 aretg 引 工 3 十 龙 
“ 字 2 vv 了 9 疾 
1 37 一 Y 
一 act 十 它 
2 vv 
(1 十 27y 十 5 十 (zc 一 2ry 一 虹 Gy 
.etz 一 生 
4273.dz CC 
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_ 2 十 3277 十 592 
解 “ | ( 工 十 3 4 


0 一 D 十 入 和 
+ 二 


站 二 22 [ 衬 +c 
| 人 二 十 


clnlz yD| 


2 


二 车 自 


工 


让 


+ cnlyD 十 C 
2 
这 十 十 尼 1. 
4274. ie 一 ererzr 一 了 十 2 十 dz 二 errertz 一 3 十 
1gy， 


解 > 一 | cc 一 yy 十 2)er7 十 3ecedr 


一 Iniz 十 y| 


+ 站 a 一 ye5ay+C 

[fr 一 十 De 十 3 人 
十 区 一 36 十 e 导 十字 

一 (一 十 1)esr7 十 3 十 必 :， 


4275.dz 一 蕊 二 下 dz 十 达 dy 
解 ” 国 为 本 
dz 一 了 笑 工 十 ay 
十 让 下 
= 才 到 过 
故 有 
二 一 十 己 


334 


诗 ~ 了 二 1 上 


_ 工 1 
4276. de 一 二 i| jd 
装 :1 1 5 
一 其中 证 
解 易 知 ( 当 (zsy) 关 《0,0) 时 ) 
也 | n 六 | 一 一 到, 刀 了 | 一 了 
| 号 , 训 |a 六 
学 | 1 巡 一 2 
过 | 1 - 了 
十 | 1 王 一 2y 
Di 六 | 加 1 ” 
厂 ( 当 (zy) 和 (0.0) 时 ) 
学 1 二 1 
起 (二 十 厅 t 吉 一 人 
仿 
逆 1 人 11 上 
记 一 Br 一) jn )， 
闭 和 11 1 
全 一 有 Ge | 站， 
允 -到 
局 Qt 


Dr f 荫 1 平 ,1 
一 aaaalnrj+ 洒 nz 四 -0 
国 此 ,在 任何 不 含 原 点 (0,0) 的 单 连通 区 域 中 ,Perzr 十 
edy 都 是 某 困 数 * 的 全 微分 ,并 且 对 上 半 平 面 的 点 (Crz， 
人 ( 即 之 0, 可取 
z(ryy) 一 | Pcryyaz 十 | eco pay 十 C 
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_ “ 闪 ， 
上 Tc 
站 - ， 1 
| [去 于 lm | ] | 1 
_ 好 二 1 1 
rt+lBym | 1r ， 
二 | 1 ， 
0 一 | ， 了 了 | ] 一 
三 2 ] 
(5 .1 六 | 加 
了 十 杰 1 ， 
十 [元 1 La 二 | 十 { 
1 
一 | 了 1 1 
有 0 | 


0 | 1 1 
ace 1 Ta 


池 人 1 ， 
十 玉 引 四 | 二 
六 1 人 | 
| 到 | 十 C 
+ | 证 
玖 ee 引 te 
六 上 二 
了 | arctg 了 | 十 C， 


其 中 C, = [元 35r|m 二 | ,+ 是 任意 常数 


同 理 , 驴 下 半 平 面 的 点 Cryy)( 即 ?天 0) ,可 取 
2 sy)》 一 站 Pear 十 全 外 (0,y78y 十 已， 
经 过 和 前 面 完全 类 似 的 计算 ,可 得 
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十 
2 人 4) 一 二 | arctg 三 十 Cu 


其 中 
cC, 一 [去 喇 rn ] 一 二 C 
也 是 任意 常数 ， 


4277. 证 明 下 面 的 估计 对 于 曲 钱 积 分 是 正确 的 ， 
az 十 Qay| 友 ZnM， 


式 中 工 为 积分 路 径 的 长 及 对 = max Y 产 十 能 ( 在 匠 C 
上 ?. 
证 由 于 。 

ez 十 Qdy| 


一 | (Preosa 十 名 sineayeds 


所 | PPeosa 十 和 @sina|cr， 
六 天 

【有 pose 十 外 sine7e 

一 P2eos2r 十 总 22a 十 2PQasineacose， 
0 <S (Psine 一 和 cosa) 

一 王 28in3a 十 和 ?cosz2a 一 2PPAsinacose， 
故 有 〔〈Peosa 十 @sina): 所 三 2 十 入: 从 面 
|Peosa 十 Gesing| 之 v 王 干 于 和 过 好 
于 是 ， 


eax 十 Qdy|< | 必 = 7 肛 


4278. 估计 积分 
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了 一 中 edt 一 dety 
HR KE2 十 十 323 
证 明 lim Er 一 0. 
解 在 圆 衬 十 吧 一 瑟 上 ,有 
五 2 2 和 
十 旭 《rr 十 YY 十 34 
元 
十 (十 十 证] 
(十 十 种 计 
妨 ? 到 
TS 


于 是 ,M 迄 忘 . 利用 4277 题 的 结果 , 即 得 Fe 的 估计 式 ， 


玫 
| 有 | 扫 下 5 机 页: 
由 此 可 知 :im 一 曲 ， 
计算 沿 空间 曲线 所 取 的 线 积分 ( 恨 定 坐标 系 是 右手 的 ) 
4279. ec 一 zadx 十 2yzdy 一 xdz, 式 中 C 为 依 参 数 增加 的 


方向 进行 的 曲线 立 一 了 一 下 之 一 (0 扫 上 < 二 >》. 
和 | { 一 JET 十 23zdy 一 2edz 


1 
-| [ 闪 一 目 》 十 2 一 归 - 3 
自 


! 1 本 四 站 
= jc 2 ct 一 匣 . 
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4280. | yaz 上 xdy 一 rdz, 式 中 C 为 依 参 数 增加 方向 进行 的 
纽 形 螺 线 了 = acosiyy 一 asintz 一 玫 人 0 外 二 二 0)， 
解 | xm 十 xiddy 十 de 


2 
一 | 《一 42sinisint 十 Qtcost 十 acosr 本 
业 


站 让 23 训 24 . 
一 | 好 BSinz 
2 4 
十 epcost 十 apsinty | 庆 
一 ri， 


4281. | o 一 dz 一 (一 dy 十 C 一 ds, 式 中 C 为 加 
局 妇 十 虹 十 呈 王 如一 ipgat0< ae< nr 和 昔 从 COz 轴 
的 正 向 看 去 ,这 圆周 是 洛 道 时 针 方 向 进行 的 ， 


图 8.63 
解 如 图 8.63 所 示 . 利于 球面 的 参数 方程 z = 
CCOs9cOs 扩 99 一 48in 凡 08 崭 ,z 一 4sing. 在 4BC 上 ,多 一 


<“, 因 而 有 
和 一 CeOsacos 多 ct 一 一 acosasinWcz 信 ， 
Y 一 Csinacosgcdy 一 一 AsSinasingod 信 ， 


和 一 03i 儿 de 一 CC059G 术 ， 


且 
je 一 sdzr 二 人- ad 十 (一 


责 


一 oz| “ [> 《sinpeos 六 一 Sin 好 JCOsasim 细 
一 《sin 儿 一 cosearcas 扩 1)5Sinasin 的 
十 【cosacDs 及 一 Stnacos 信 )Jcos 的 ]edt 人 


可 


到 - ， 
一 o| Keosa 一 Sinaycz 一 Teose 一 Sing) 


” 


一 Verrsin| 垃 一 - | 


在 CDA 上 ,9= “十 同样 可 得 
| (一 CC 十 (人 一 六) 攻 十 人 -3 
人 3 


末 


一 一 | 《sina 一 COSGJctN 
一 ww 2 rasin 


了 是 ,最 后 得 
je 一 二 丰 rr 十 候 一 开 Cy 十 (一 3 


王 一 “|. 


-一 2 2 rarsin| 下 一 圳 . 


4282. | dz + zady + zadz, 式 中 避 为 维 维 安 尼 曲 线 妈 十 好 
士 驻 一 az 十 裕一 extz 字 0 0), 苦 从 Or 轴 的 
正 的 部 分 6z>a) 看 去 ,此 井 线 是 沿 首 时 针 方 向 进行 的 ， 
解 柱 面 守 十 史 = az 可 变 为 


人 el 


巴 红 加 
才 茜 邻 工 一 本 一 cnsty3 一 sn 六 S 扫 25) 则 


二 


ET 
人 


四 上 
一 ES1LL 可， 


从 而 .曲线 的 条 线 方程 ， 
1 十 cost ，_- CSTT 上 
2 人 


gz = si 二 (0 雪上 上 安 28)， 
于 是 ， 


| > -人 二 


季 | ，. ein2 -COS 
一 sin 人 
| 
时 
CeOs 本 
| 
上 了 ， 


4 par ] 
十 2 ostcl 
广 
pe 
| 1 一 Sin 二 |d| si | 
上 
3 
一 号 | coOsE 一 了 cos3| ， 


341 


站 入 2 和 本 
十 el sin 本 了 sin 2 | 
一 
上 


4283. | (光一 2 十 (一 汪 cy 十 (一 补 36d 式 中 为 
球面 的 一 部 分 刀 十 曙 十 天 一 1 人 0 人 00 的 
围 线 , 当 沿 闭 它 的 正 向 进行 时 该 曲 而 的 外 面 保持 在 左 
方 ， 
解围 线 在 0zy 平面 部 分 的 方程 为 
了 一 eOsyy 一 Stngs 一 站 帮 委 : 站 扫 、 宁 . 
根据 轮换 对 称 性 知 , 只 本 洪 这 部 分 计算 线 积分 ,得 三 倍 
之 ,全 得 要 求 的 结果 , 昌 
| dz 二 dd 


一 了 sin + 一 Sin 的 一 rosip Cos 
一 3 4 一 COS 人 P) 夺 CCogs 扫 ) 
总 


一 ja 一 SeLCSim 的 ) 
一 al cosg 一 二 cosip 一 sing 十 了 sing| 四 
3 3 
-一 4. 
利用 全 激 分 计算 下 列 曲线 积分 : 
4284.| ”zez + ray 一 sade 
《1 1,]1 
解 | 十 32 一 Rod 
Lr1.1 
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1 工 ，。 1 j 23 一生 
一 |」-xr 十 二 由 一 一 gl 
2 3 二 
了 
0 
53 15- 


《6 tl》 
1285. | AS 十 zy 十 了 yz， 
【1 是 33》 
《L |) 
解 | zadTr 十 ay 十 工 ydz 
一 荆 3 荆 | 人 0 呈 一 
Ca 了 drT 十 VE 十 dr 
4286. | ”4 和 二 2 二 2 ,其 中 点 (zy yx) 
人 2 十 2 十 - 过 2 其 中 呈 人 2 
位 于 球 天 十 娩 十 轩 一 有 之 上 ,而 点 (rssza) 
做 于 球 妇 十 影 十 富生 星之 上 上 (aa 人 08 0， 
解 由 题 设 知 ， 
好 十 好 十 可 一 后 玫 十 各 十 如 一 如， 
于 是 ， 
人 TadT 十 dy 十 wetz 
0 村 有 邢 十 于 
下 


Vi 十 姑 十 攻 一 W 了 十 内 十 对 


一 卢 一 取 。 
人 
4287， | _ PC DG 十 攻 (yd 十 Xeydz 式 中 加 山 ,% 汶 连 
续 函 数 ， 


解 因为 
网 -二 人 3 十 办 人 2 


= weoie + wa 上 | xcoodaj， 
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故 有 
人 (nd 十 内 人 cy 十 scz 


1 


一 由 到 act + 缉 (oci 


oz 


本 Xeaoj | 


Cr 


-一 上 Cd 十 上 名 Co3ezo 十 | xcoue 


4288. | 机 二 二 ace 十 四 十 刁 ) 其 中 上 为 连续 


fr33 80 

呆 数 . 

解 今天 Crywyz 一 | ”ycode 由 于 fa 是 过 续 
困 数 , 帮 


于 
天 Ta2) 一 Fr 十 和 十 2 
人 十 了 十 ) 
并 且 这 些 俩 导数 都 是 连 续 的 . 因此 ,Cr.yyz) 可 微 , 旦 
夺 开 人 人) 
人 
一 下 (yeGS 
一 Ar 十 和 十 zc 直人 十 人) 


于 是 ， 
人 To 
| 十 站 十 sr 十 Gy 十 人 z) 
CT YE451》 
一 严 (zy | 全 于 
王 下 (yy 这] 一 天 【31 3 2 
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工 2 十 2 十 和 二 十? s1 
= 一 本 ”Ap 
上 reoav 


到 十 Y] 二 


4289. | ”TV 本 干部 二 他 xdz 十 ydy 十 sd, 式 中 7 


为 连续 函数 
解 “ 令 Ptziyiz 一 | “CVD)du 由 于 7 了 是 连 
续 纹 数 , 夏 


下 (yysz) 一 工 帮 YE 十 2 十 芝 )， 
下 (Cry 一 yjwE 干 证 十 嫩 )， 
Cr 一 2 十 拓 十 芭 ) 
并 旦 这 些 住 导 数 都 是 连续 的 .因此 ,PCryy'z) 可 微 , 且 
可 下 (Ye2)》 
一 下 (Eyezez 十 下 (2 
士 百 (g[ yy 2)G 
一 jw 十 好 干 如 cdzr 十 33 十 2 
于 是 ， ， 
(rosea] 
[7Cv 本 下 闻 下 二 ) 
KTC 十 ed 十 Gy 
一 严 (zs 和 + 尼 1 一 五 (za 31 ,和 1 
3 3 十 码 
一 二 | FPCVE)aon 


2 开 十 王 上 


二 十 二 + 码 
一 5 
人 1 和 1 


* 这 里 已 作 代 换 ww 一 ze 一 本 Gu 一 2zdz 让 求 原 
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明 数 xz， 特 : 
4290. da 一 ( 娃 一 23zJdr 十 (一 2rzady 十 (ss 一 27ryyeds。 
解 er 一 (escdr 十 wzdy 十 aitg) 
-vecz 十 -Tzey 十 交 yde) 


四 
吕 3 2.c3yz | ， 
于 是 ， 
一 可 (2 十 和 姑 十 加) 一 2x32 十 亡 ， 
工 | 了 | 工 2 
才 291. ce 一 二 过 jw 二 | 十 交 j2 证 cx 


解 du = ds 十 | 1 
十 过 (ydz 十 ety) 一 全 dz 
一 有 


， 了 工 | 
十 之 dx 十 zod| 了 


一 ez 十 (-- ax 十 工人 


-dz 十 可 一 卫 十 才 弄 | 
= 起 -三 + 型 
包 
明 二 + 
于 是 ， 于 了 十 之 十 慷 . 
(了 十 ?一 2 十 代目 了 一 36y 十 民 二 了 二 20oe 
人 43 开 十 措 十 喇 十 2zy 


解 ”由 于 
《 十 必 一 ge 十 (十 3 一 2 十 (十 十 dg 
一 (rcdr 十 各 二 fear 十 Tely) 十 (十 99cz 
一 2 十 可 y) 十 Rdx 
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于 4C( 妇 十 到 十 2r3) 十 2 
十 (十 ytgz 一 2egTr 十 )， 
政 
CC 十 3 关 寺 2 
(7 十) 十 好 
人 十 yz 一 SET 十 3) 
《二 基 十 到 


一 羡 dinC(z 十 妇 ? 十 2 


ct 一 


工区 
2 
十 - 


十 d| arct 几 | 


如 [ln wz 十 天 十 如 
忘 了] 
一 了 


十 atctg 地 


于 是 ， 
中 一 In wzr 十 和 十 天 


十 ATCTt 名 去 了 十 己 . 


4293， 求 当 质 基 为 2 的 点 从 位 置 (ziyyi ,1 移动 到 位 置 (Cxs， 
2avzz) 时 ,重力 所 产生 的 荔 COzx 甘 的 方向 恒 直 向 上 ). 


解 。 设 ;7 为 各 坐标 轴 上 的 单位 矢量 , 则 重力 


， 严 一 一 mg ,而 
ds 一 cr 十 cd 十 2 
肝 而 荡 的 微分 为 


d4 一 开 。 ds 一 一 玉 Bde 一 过 (一 坑 且 二) 


于 是 , 重 方 的 功 为 
由 一 网 一 璇 品 吕 
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一 《一 现 有 ) 人 全 交 
二 一 现 计 (ez 一 民 和 
4294”, 弹性 力 的 方 铅 向 着 坐标 原点 , 方 的 大 小 与 质点 距 苷 标 
怕 点 的 上 距离 成 比例 . 设 此 点 护 反 时 针 方 向 瘤 绘 出 本 加 
二 所 十 ? 55 一 1 的 正四 分 之 一 , 求 列 性 力 所 作 的 功 ， 
解 四 
开 一 十 轨 )， 
功 的 微分 为 
d4 一 下 .ds 
一 一 Cr 十 2 门 。 [ez 十 dy 站 
一 此 (CTgT 十 ED 
一 d[ 一 全 (了 十 2) ]. 
由 一 一 了 关 十 36dy 


| 


-一 | 
~ 生 (az 一 配 )， 
4295+. 当 单位 质量 从 点 Mi (zyyzi) 移动 到 点 Mi(rayye， 
z》 时 , 求 作用 于 单位 质量 的 引力 玉 = 二 ( 其 中 > = 


vv 和 好 十 天 十 于) 所 做 的 功 . 
解 引力 指向 坐标 原点 , 故 它 的 方向 余弦 为 


和 
cosa 一 一 二 cos 有 一 一 二， 
入 
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色 
Cos 一 一 一 ， 
加 


而 引力 的 射影 为 


3 


加 对 Ye 十 dy 十 sdz 
人 rz 天 

ra et 十 知 十 好 ) 

2 。 cr2bzD0 《za 十 3 十 2] 生 

并 


v 十 干 半 下 二 


《arze 


13 


】 了 
一 下 。 
| 记 旭 Vi 十 兴 十 时 
当然 ,这 里 假设 从 好 点 到 型: 点 的 路 径 是 不 经 过 原点 
的 ,上 式 表 明 功 与 路 径 无 关 , 仅 尖 定 于 起 始点 的 坐标 ， 


Si2. 格 林 公 式 


1 曲线 积分 与 二 重 积分 的 关系 设 C 为 逐 段 光滑 的 条 单 封闭 因 
线 , 它 围 成 单 联通 的 有 界 域 8 ,这 围 线 的 方向 基 这 样 的 ;: 域 3 保持 在 左 
思 , 末 数 PKzra) ,和 cry) 与 它们 骨 己 的 一 阶 偏 导 画 数 在 起 号 内 及 其 这 
缘 上 潍 是 连续 的 , 则 有 格林 公式 

中 Persmpaz 十 外 人 Cry 


二 [型 一 于 czeddy- (1) 
字 
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车 把 域 8 的 边界 C 了 解 为 一 切 过 办 转 线 的 和 ,而 轩 线 绕 转 的 方 由 
是 违 泽 米 使 得 虐 S 保持 在 左近 ,出 公式 41) 对 于 由 几 个 衡 单 转 线 所 错 的 
有 界 咸 3 也 真 硝 . 

2" 半 面 域 前 面积 。 电 逐 段 光 清 的 简单 转 线 人 所 界 的 而 各 3 等 二， 


在 这 … 首 中 , 若 投 有 得 反 前 约定 ,由 假定 积分 的 封闭 围 线 起 简单 的 
《无 自 变 点 ). 并 选择 它们 的 正方 略 恒 所 界 不 含 雹 穿 运 点 的 城 症 保持 在 
遇 线 的 赤 按 . 

4296. 利用 格林 公式 变换 岗 线 积分 
了 一 由 wii 二 War 十 frzy 十 lnCc 十 


Yi 十 cg， 


式 中 国 线 恕 包 售 有 界 的 域 *. 
解 此 四 六 一 YY 旭 十 好 和 一 < 十 yinz 寺 
wz 十 丈 ) ,从 而 

民 一 于 本 3 也 了 32， 

HT 吕 yy wz 二 时 VE 证 
于 是 ， 

| 名 | ; 
了 一 由 雪 一 亢 |dzray 一 jar 


注 : 这 里 应 假定 C 不 与 Oz 轴 的 左 半 部 分 ( 即 了 委 0,y 二 
0) 相交 ,从 而 这 时 在 3 中 z 十 v 十 罗 >0. 
4297. 应 用 榜 林 公式 ,计算 曲线 积分 
了 一 中 十 sdr 一 (2 十 内) 


了 5 


其 中 天 依 正 方向 经 过 以 
AKC1, 1 有 (3,2) (2， 

5) 为 预 点 的 三 贡 有 形 48C 
的 鲜 线 . 直接 计算 积分 ， 
以 验证 所 求 得 的 结果 . 

解 姬 围 8.64 所 示 . 
48 ,BC 及 Ca4 的 方程 分 
别 为 > 一 于 代 十 1 
一 -3zr 十 11,y 一 4z 一 


. 

由 于 己 一 (Cr 十 302 图 sa 
一 一 《ze 十 如), 故 

中 有 

鸭 二 2 一 六 (TFT 十 划一 一 47 一 宇 y， 


通过 顶点 CC 引 直 线 重 直 于 COx 和 轴 , 它 把 三 角形 域 3 分 成 
3, 利 %s* 两 部 分 .于 是 ，. 
了 一 中 【一 47 一 297cy 


一 站 -47 290)aredy 十 上 一 dz 一 23DETecty 
半 号 
2 中字 -一 了 
=|zz| ct- 20ay 
1 二 Cr 3 


站 3 1 
十 | 好 | (一 全 一 ?dy 
全 )》 


童 (re 二 1 


1 19 ， 77 35 
=- 站 4 二 
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四 4 3 
如 果 直 接 计 算 , 册 
=-| + + 
和 
-| ((z+ 到 + 二 | 让 |[ 补 十 村 二 4] 上 
二 | 一 sz+107 一 (一 3)(z2 十 ga 
一 66r 上 121)dx 


站 


1 
十 CC 二 人民 一 3 一 4 十 16z 一 247 十 9) 
3 5 1 
-有 8 十 并 


2 
+ | (34i 一 2427 十 484)G 


] 
十 4372 十 66z 一 277dr 


=- 事 - 一 23 上 二 一 一 46 二 


3 3 3 3 
应 用 格林 公式 计算 下 列 曲线 积分 ， 
4298. 中 ray 一 aydz 式 中 心 为 圆周 姑 十 形 一 人 
解 由 于 尼 一 一 zy, 全 一 工 只 , 砚 有 


中 zyray 一 Todt 一 中 《rz 十 如 Jadzdy 


人 
2 上 直 
一 | < rdr 一 ma 
日 和 2 


如 果 直 接 计 算 , 可 令 了 = acostyy 一 asint , 则 


38 台 


1 2 
中 zyay 一 yi 一 | (ccsatsin3z 
疡 
十 cossisin 呈 je 
人 2 Tt 
一 - 末 | sm oz 一 一 
2 2 


4299 中 全 + dy -Gray, 趟 中 C 为 戎 国 忆 十 关 - 
]- 
解 ” 由 于 了 =x 十 y 人 = 一 (他 一 芒 , 故 有 


中 十 35dxr 一 他 一 3 


一 中 (一 1 一 1)arey 一 一 2rec5 


共 1 
如 果 直 接 计 算 , 册 
中 十 39 一 (人 一 了 三 
2 
一 | [acosi 十 25in 世 [一 esini) 一 《ageosz -Asint) 


Cpcosty ec 
一 | [人 8 一 ecostSi 一 Bt 一 一 2rc 


4300. 中 [G 一 cosy)gaz 一 (7 一 sinyydo, 其 中 C 为 域 0 二 
T<r0<3y<asinz 的 正方 向 的 南 线 ， 


解 ”由 于 
了 。 。 
一 动 一 (siny 一 3) 一 ee8iny 一 一 er 
盔 有 


中 ecdl 一 cosy)edrT 一 (yy 一 Sinyjydy] 
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二 一 Yearzdy 一 “ | cd acgv 


ms 


一 一 了 | esinzrdz 


.1 [|eac 一 | ceoszear 


4 
for cos27 十 28in27y ，| 
一 了 。 | 
一 一 去 ke ” -一 1) 
4301. 中 ， 加 的 (ceos2radz 二 sin2yyecy). 
于 
解 由 于 
丽 _ 汪 . 


- iD 二 COS 
了 地 的 本 ~ “ 


一 (2ycos2Ly -一 28sin2ryy] 一 避 ， 


故 布 


|  ， ee TO(eos2rwtgzr 十 sin2yryey) 


一 中 Defregy = 昌 ， 


ee 
r 上 3 


4302. 积分 


了 一 | ce 十 9 《一 
和 
了 一 | ce 十 多 一 【一 果 和 全 全 
(其 中 4mB 为 连接 点 441,1) 和 点 局 (2 5) 的 直线 ,4 
是 其 辆 为 牌 直 的 抛物 线 ,并 通过 4,. 有 8 及 坐标 原点 ) 相差 
多 少 ? 
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解 ”由 于 


好 :OP 
下 一 区 一 2 一 yy) 一 2 十 3 一 4z， 


了 中 人 十 32 一 (一 22dy 
省 甩 7 汉 


_- 上 (一 40aady = | do 一)dy 
1 了 了 了 


一 攻 2 十 6r 一 4)etr 
一 (2i4 一 8 十 8Rzr| 一 一 2 
哈 了 一 
4303. 计 锌 曲线 积分 
| [esSiny 一 站 GT 十 (ecosy 一 胆 )t3， 
2 
其 中 4 为 由 点 4(0a0) 至 点 O10,0) 的 上 半 卫 周 姑 
十 虹 一 er， 
解 ”在 Ox 轴 上 连接 点 DC0,0) 与 点 4(a0) 这样 ,使 
构成 封闭 的 半圆 形 4m04 ,已 在 线段 C4 上 ， 


| (ersiny yx 十 (ercosy 一 和 43 一 0. 
0 


从 而 
二 ， 一 | 二 辣 一 | 
另 -方面 , 科 用 格林 公式 可 得 


中 《esiny 一 吕 yJetyr 十 《ereosy 一 midty 
本 


电 
一 于 四 寻 acdy 一 2 


1 


王 是， 
| ， (esSiny 一 于 人 eeos 由 一 天 3 
en 
加 
名 
4304. 计算 曲线 积分 
| [36e” 一 有 tr 十 [5 一 让 63 


四 
忒 中 红 罗 和 录 CCy) 为 连续 亲 数 ,4 有 为 连 接点 440e 
2 和 点 BCxeswy 的 任何 路 径 , 人 与 线段 433 国 成 已 若 
大小 汶 上 的 面 和 的 
解 首先 ,我 们 在 


一 | 二 | ， 
本 下] 入 1 


中 ， EDe 一 说 rr 十 T 色 Ce 一 2] 人 9 
四 


谭 


一 wanar = 弄 生 。 
号 


一 方面 ， 
| [tyye 一 MCA 二 【Co67 一 7 
一 efery) | 刘 ( 人 yz 十 dty) 
占 本 
人 2 _ 一 一 
证 可 局 2 一 
1 一 xz 十 尖 一 过 三 寻 ]wx 
了 
一 1 


3 十 


1 


一 
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Ke 一 2 十 到 本 2 
， 十 2 (zy 一 了) 


GD eg 十 机 Co 一 3 
4 


了 


(7 一 Ce 十 玉 )， 
十 是 ， 
| 人 306 了 3 十 工作 De 


一 pzi9 二 ez) -- 6 人 人) 一 JE 

2 

2 

注 :利用 比 题 的 结果 可 计算 4803 起, 证 实 上, 由 开光 ?) 
开 世 


一 siny 和 | 一 av 一 0 一 由 二 09 一 四 ,代入 即 得 


1 ) 


43。 一 了 7 十 3 


| 《esSiny 一 月 rr 十 (eeosy 一 二 dy 一 < 
可 -rr 


4305 . 求 两 个 一 次 连续 地 可 微分 的 函数 PCz,y) 和 入 Cr， 
俩 得 线 积分 
了 -- 中 Per+ey+ Bidz 二 QTaey 二 Pdy 
对 于 任何 封闭 的 围 线 上 与 常数 & 和 甩 无 英 . 
解 由 格林 公式 ,得 


了 一 | 十 月 ) 2C 二 ay 十 包 ] 
， 人 人 yy 


“re 一 T， 《1 7) 

让 假定 r 为 一 带 数 , 它 与 疏 8 无 闫 (只 与 围 线 品 有关)， 

于 式 中 的 S 表 围 线 C 所 围 成 的 闭 区 域 . 由 假定 疡 ,@Q 其 

让 连续 的 : 阶 偏 导数 , 故 (1) 式 中 二 重 积分 的 被 积 丙 

数 以 有 关于 .8 的 - 阶 连 续 往 导数 . 因此 ,可 以 在 积分 
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臣下 关于 a,8 求 住 导 数 ,得 
|[2S 十 ay 十 下 HP 十 ay 十 书 ] 


到 下 cy 
= Tedly 一 人 9 42》 
Eee 和 二 5 二 ay 十 全] 
国 54 3ay 
由 | 
刘 季 cy 一 注 ' 一 昌 ， 《3 ) 


了 于是,(2) 式 和 (3) 式 对 任何 ga8 以 及 任何 号 都 成 立 ， 
冉 注 意 到 (2) 式 和 (3) 民生 放生 只 电 数 都 中 
连续 的 . 政 被 各 函数 必 恒 为 鹤 ( 知 在 4097 题 ,此 题 对 


重 积 分 也 成 芯 >: 
it 十 ay 十 已 ) 学 且 ( 屏 十 人 十 闪 ) = (d1 
jg Pany 机 
3QCr 十 ay 十 及 zz 十 ay 十 已 ) 一 5) 
Hair 虽 0y 


(对 任何 广 ,YE 证 二 十 区 一 下 yy 十 如 一 由 显 然 有 
了 QU 十 ay 十 有 Yeso 


ar 下 
和 Pr 十 ay 十 月 于 P(a， 避 ， 
0 城 矶 
BQ( 十 ay 十 的 2 人 ， 
1 和 ar Tris 
下 (十 ay 二 有 PC 
和 避 “ 


于 是 , (4 忒 与 45) 式 为 


df 2 
站 尖 闻 
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_ 了 CD 本 这 疡 (8 


和 六 人 
也 [2 _ 人 
+ 如 好 + 机 
Dr 有 0 
加 站 和 
《对 任何 as 由 此 可 振 : 
傍 Go Ce 有 党 伊 肖 


本 叶 
将 wo 路 记 为 <3，* 则 上 式 为 
， > 时 这， 
人 


器 和 1 有 《6 
令 (zy3y) 一  Peoat。 则 xfrvvl 县 有 连续 的 一 阶 
储 导 数 ,H. 
业 人 3 Pr， (7) 
虽 和 
比 (67 式 知 : 
Ce 
介入 4 
-了 | | 
二 - 到 | Ti 
_ 间 | 机 (3 
一 《十 ar 3 上 
厢 端 积 分 ,得 
堵 卫 
QQ 一 如 十 到 汪汪 十 多 3， (8) 


其 中 wy) 为 具有 - 阶 连 续 导数 的 任意 冰 数 , 由 (7)， 
(8) 两 起 又 庆 nrCzryy) 此 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ， 
反之 , 若 zteyy) 是 任 : 肌 有 寺 阶 连续 俩 导数 的 
果 数 , 厅 红 2) 是 任 一 具 - 阶 连续 导数 的 蚌 数 , 则 由 57) 
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式 和 (8) 式 确 定 的 PCzry) 与 Qczvy) 必 有 具 连 续 一 阶 侦 
导数 , 且 使 1463 式 成 立 , 从 而 使 
TI- 中 PCTay+PdrTQcr+ay 十 pydy 
一 站 [( 二 十 关 


二 ay 十 硼 ) 


一 hanar 一 天 ， 


故 工 丰 与 闻 无 关 的 常数 5 对 十 任 间 固 完 的 雪 )， 

综 上 所 过, 可知 ;使 线 积 分工 对 于 任何 封 出 围 线 避 
与 常数 .8 无 关 的 二 阶 连续 地 可 微 的 丽 数 PC(z,y) 与 
Qtzryy) 的 全体 由 公式 (7) 与 (8) 给 出 ,其 中 下 为 常数 ， 


]cray 


afzrsy) 为 一 阶 和 连续 地 可 徽 的 任 一 国 数 , 约 ?) 为 二 阶 
连续 也 可 逢 的 任意 一 个 一 虑 函数 ， 
4306. 为 了 使 线 积分 


| za 十 Yeay) 


与 积分 路 径 的 形状 无 关 , 则 可 微分 国 数 严 Cryy) 应 满足 
怎样 的 条 件 ? 
解 由 王 忆 = 3 人 一 Cry) 故 由 格林 公式 
知 所 求 的 条 件 为 
忒 CC = 为 -PCrvyD， 
即 
了 站 TD) 一 
4307. 计算 
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7 一 ETy 一 3 


其 中 上 为 依 止 方向 进行 而 不 经 过 坐标 原点 的 简单 封闭 
围 线 . 


人 引 、 
解 令 卫 一 二 十 闲 轴 一 过 十 交易 知 ' 当 (02) 天 
《0;0) 叫 , 重 有 

0 局 

Pr 加 【2 十 和 ?2 
今 分 两 种 情况 讨论 : 

《t+) 学 标 原点 在 围 线 C 之 外 ,这 时 ,在 由 扫 围 成 的 
有 界 闭 区 域 $ 了 上 ,与 已 以 及 它们 的 偏 导 数 者 连续 , 故 
可 应 用 衬 林 会 式 , 得 
区 靖 


7 一 中 Paz 十 Qdy 一 中 2 一 2 dady 一 所 


《2) 围 线 咏 和 包 峙 学 标 原点 , 这 时 ,由 二 已, 总 在 原点 
无 定义 , 故 不 能 直接 对 幅 国威 的 区 域 序 用 格林 公式 . 
今 室 ea 0 充分 小 ,和合 中 心 在 原点 学 径 为 的 圆周 
二 (十 天 二 2) 完全 位 于 围 线 C 之 内 .用 se 表 界 
于 怠 和 元 之 间 的 环形 闭 区 域 . 显然 ,在 Sa 上 ,P. 妨 及 其 
偏 导数 均 连 续 , 故 可 应 用 格 朵 公式 ,得 

《 中 十 中 Paz 十 dy 

一 站 宝 一 矶 | dzdy = 0， 

其 中 一 二 表 和 说 世 e 的 负 方向 ( 郧 呈 时 针 方向 )， 
于 大， 、 
了 = 中 Paz 士 包 cy 一 中 Per 十 Gd3y， 
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其 中 万 沿 下 方向 ( 即 道 时 针 方 向) 利用 产 的 各 数 方 和 


2 Ecost 一 es 过 2 即 得 
二 一 中 Pear 十 Gay 一 中 2 二 
可 JR 
] 


:| EECaSs Ceosr 一 SI Sn7 et 
导 ” 


一 | :二 史 于 。 
利 尾 曲线 积分 计算 由 下 列 遇 线 所 界 的 曾 机， 
4308. 椭圆 .er 一 aceosfy 一 Asinftn 溢 1 二 207)， 
解 ”而 各 为 
9 一 ? 叶 zey ed 


2 


人 Cos2 十 sin2ztjei 一 Key 
4309, 妊 形 线 os = psin2rt0 > 上 扩 . 2T)- 
解 面 中 为 


由 一 了 中 ray - sz 


一 


天 (costtsin2z 十 COsainetct 


下 
芝 cb| ， Snz2retfl 一 总 zaph， 


4310. 抛物 线 Cr 十 3 = cta > 和 轴 品 r， 
解 。 作 伐 换 ?- 和 z, 则 原 方程 化 为 9 人 1 十 4 一 
从 而 得 曲线 的 丛 效 方程 为 


0 
它 与 Or 轴 的 人 点 为 Ca,0) 与 (0.0) 在 Oz 轴 上 大 点 (0， 
0) 到 点 (ae,0? 的 一 发 上 ,有 
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edy 一 dr 一 0. 


在 她 物 线 上 ,让 
二 

和 

ZE3 一 3 林寺 id 
于 是 ,面积 ; 

一 了 工 出 和 

” 请 中 say oa 一 | 训 人 订 
一 
6 (十 区 6 


4311. 笛 卡 世 叶 形 线 .十 一 Serwga 人 0)》， 


解 。 作 代 换 > = 好, 则 得 曲线 的 参数 方程 为 


3etf 3a82 


< 
由 于 
加 Berfl 一 25 3atf2 -二 
0 二 
从 而 
9 
ely 一 3 一 林寺 Pet 
于 是 ,面积 为 


上 工 ， __ 8 全 下 
3 寺中 mx 一 ar 一 各 | 车 池 


十 > 3 


中 
| | 


4312. 双 组 线 (人 十 有 于 一 2( 蔗 一 闻 )， 


解 利用 极 坐 怀 工 一 rcos9pyy 一 rsing, 得 双 纽 线 的 方 种 
轩 一 Cacos2g, 故 

一 Recosp weos2pyy 一 asin% wecos2 委 
从 而 zedy -yd = cos29z 于 是 ,面积 为 


号 一 六 中 ra 一 3 
一 ? ee COS2SE -2 
4313. 曲线 去 十 并 -和 十 和 及 坐 款 性 . 


解 ” 作 代 换 y = :zr 即 得 曲线 的 参数 方程 为 
工 十 天 ,一 十 于) ， 
二 工人 本 (0 扫 : - 7， 

曲线 的 起 点 为 (1,0),* 儿 点 为 (0.1). 在昌 线 卜 ， 
edy 一 Ver 一 人 二 工 dr 0 

在 Or 疆 了 上 上 队 点 (0,1) 到 点 (0,0) - 段 .以 履 在 吕 r 旨 上 

从 点 6C0:07 到 点 (1,0) : 段 上 , 均 有 

ze 一 da 一 【， 
主 是 ,面积 ; 
] 站 (十 芋 ?3 


1 1 2 
号 -一 5 中 ray ez :| 口上 1 到 


站 让 1 rrs 有 
-了 于 se 十 2 - 本 


2 、Jn 《十 站 7 十 如 7 
1 半 1 
+ 5 
加 环 [本 [2 了 | 十 有 (1 ， ,1) 


3 


Prl2 一 3 [1 引 


1 
3 3 (2) 
1 
3 


让 
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4314. 


4315， 


3 ”si 到 3 9w3 


< 利 轩 3853 站 的 姑 华 . 


计算 由 曲线 
人 十 人 人 站》 
所 界 的 面积 . 
解 。 作 代 换 。 = tr, 即 得 横 线 的 参数 方程 为 
0 G@t 


人 二 7 天 (十 
dy 一 YE 一 
于 是 ,面积 为 


w = 寺中 xz 
书 一 到 有 Yedz 


0 


亲 下 7 和 adL(0 雪耻) 


人 mm 
1 


了 (1 十 区 到 21 


< 


它 
一 全 如 (2m 十 1,22 十 1 
*) 利用 3852 是 的 结果 . 


计算 由 击 线 
[| 一 | 一 1 00DRLDD) 
和 坐标 轴 所 界 的 面积 ， 


和 解 作 代 换 > 一 acaszgpyy 一 psin*ef0 反 : 多 扫 避 )》， 
时 得 

2epP .2 1 
yet 一 全 cos” “次 inn Pt 
鹏 线 与 坐标 轴 安 于 点 (ay0) 和 点 (0, 抱 .在 Oy 轴 丘 ,从 
点 (0,6) 介 点 (400 一段, 以 及 在 Orz 轴 上 基点 (0,0) 汉 
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点 (as0) 一 段 于 ,显然 有 
Tedy 一 yd7r 一 下 


于 是 ,而 积 为 
号 一 立 4 dy et 


_ E 20 于 
一 豆 ， 喜 zs 去 从 iny dp 
1 1 
一 用 了 工 避 工 , 开 全 一 同 人 
一 也 字 | 旺 训 27 本 2 
| 下 
x#*) 利用 3856 题 的 结果 . 
4316. i 算 和 日 乒 
| 了 一 外 | 1 
过 站 全 | 1 一 | 纸 一 所 


[a > 0 盖 0 0 和 党 标 轴 所 界 的 面积 . 
解 。 作 代 扩 y = 过 ,, 即 得 曲线 的 参数 方程 为 
(1 ED 一 21 十 放 200 一 < 十 


人 1 十 


《十 刀 0) 
JJ wd 一 人 CT 十 过 
又 在 两 坐标 轴 上 上 ,显然 有 xdy 一 yzr 二 0 下 是 , 面 和 ) 
1 加 ， < 站 《IT 十 政和 
2 引 | GT 干 矶 
中 上 


1 2 一 兰 村 人 玫 
(| 江 二 六 十 直 . 人 十 总 


上 


1， 
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， 也 
1 7 了 1 1 人 7 
和 了 中 上 下 | ] 
， ， 
-1 中 2 一 上 
_ lt 
并 
| 四 | 1) 
了 外 
co | zz| 
四 in 
1 8 机 
*) 利 胃 3853 题 的 结果 . 
4317. 计算 由 纽 形 膨 线 
| 下 | 下 | 了 2 和 工 引 "| 多 ， 
1 al 二 六 | 中 去 15 


《0 所 界 的 面积， 
解 。 作 代 换 = rr, 即 得 曲 线 的 参数 方程 为 


加 


dy 一 yd 一 十 富 | it 
于 是 ,面积 
ep 1. | 
2027 二 1 二 2(28 十 1) 
4318. 一 个 半径 为 上 的 圆滑 着 半径 为 尺 的 定 圆 外 面 辆 周 滚动 
( 币 不 请 动 ) 时 ,出 动 圆 上 的 一 点 所 描绘 出 米 的 曲线 称 
367 
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为 外 摆 线 . 假定 比值 区 = ”是 整数 (n > ]), 求 外 捍 线 所 
漠 的 面积 . 好 究 竺 殊 情 竟 了 > = 民 ( 心 驻 形 线 、， 
解 。 取 定 圆 的 中 心 O 作 华 标 原点 , 取 Ozx 轴 通 过 点 4， 
点 由 是 动 点 的 始点 . 即 为 两 圆 的 公 切 点 时 的 位 置 (图 8， 
65). 当 动 圆 滚 到 如 图 的 新 位 加 时 ,点 4 移 到 点 MX. 支点 
1 的 轨迹 便 是 外 的 线 , 共 方 程 推导 如 下 : 设 动 圆 的 男 心 
为 避 , 两 阅 的 男 点 为 召 , 记 一 MGCE 一 下 运动 开始 时 , 没 # 
等 于 零 ), 切 点 在 定 圆 上 所 移 过 的 听 48 应 等 于 它 在 动 
图 上 所 移 过 的 弧 M, 即 

及 。AAhOB 一 全 AM - 及 4 


加 训 85 
从 而 一 4O8 = 志 , 设 副 点 于 的 坐标 为 Ce,y), 则 


Z 一 0 一 OR 十 FM 
一 民 十 加 COSg 志 十 站 sinZACH4， 
但 CEC 一 CU 一 天 DC 有 刁 AODCE = 豆 一 二 ， 
从 而 


AHFCM= |1 十 站 一 到 ， 
sinLACM = 一 cos| 1 十 二 j 
于 是 ,最 后 得 
了 一 Rl 1 | eaOS 5 -- eos| 1 二 
类 似 地 ,可 求 得 


3 一 Rl 1 十 二 |sin 芭 一 人 sinf 1 十 了 | 
提 再 大 灵 


着 记 9= 二 ,并 注意 到 及 = , 则 外 摆 线 可 用 如 下 的 参 
数 方程 表示 ， 

宙 一 人 十 1)rcps 一 rcos( 人 2 十 1， 

让 二 (2 十])rsin 扩 一 ri 人 十 1) 旬 
由 只 一 凡 若 , 当 动 圆 洲 ” 圈 后 ,起 点 与 线 点 重合 , 即 Y 的 
变化 范围 为 0 和 ?9 守 25. 册 于 

ad 一 er 一 天 ( 人 十 1 十 2701 一 cosagpjd9， 
故 所 求 的 面积 为 
凡 一 六 中 zay 一 9 
天 洒 也 各 | 2 | 


【1 一 COSK 人 人 名 


一 FTm(z 十 T)C2 十 汉 )， 
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特别 是 , 当 r 盖 民 时 , 即 半 = 1, 则 得 心 脱 形 线 的 面 
和 为 呈 一 6rr:. 

4319. - ' 个 半径 为 > 的 圆 请 着 半径 为 尺 的 定 圆 内面 辆 导 滚 动 
〈 而 不 请 动 ) 时 .由 郝 亚 上 的 一 点 所 撕 涂 出 来 的 曲线 条 
为 内 搜 线 . 假定 比值 一 站 是 整数 位 之 2) , 求 内 换 线 所 


界 的 面积 . 研究 桂 丈 情况 - = 父 ( 星 形 线 ) 
解 ” 仿 上 是, 容易 求 得 内 覃 线 的 参数 方程 为 
-Ri 一 工 ces 二 十 中 oos| 


站 站 呈 SS 
玫 ， 蛤 和 


1 
] 一 六 | 


3 一 | 1 一 - 二 sin 机 一 zsta| 1 一 定 | 
苦 以 乡 = -为 参数 ,并 注意 到 及 = wxr, 则 得 
一 上 有 一 1)cns 扣 十 reos 人 ta -一 1)9， 
处 一 玖 让 一 寺 Sin 人 一 18in 一 上) 名 
由 于 
Ety 一 YET 一 天 ( 人 一 一 OS 的 IC 
帮 而 积 为 
号 一 冯 中 zay 一 36 


人 一 3 
人 电 和 2 (1 cosnpdg 
机 


一 fr 人 (一 1 一人)， 
特别 是 ,当天 一 《时 , 即 一 4, 则 得 星 形 线 所 界 的 面积 
为 号 一 站 rr， 
4320. 计算 圆 相 面 巡 十 区 = 王 az 被 蕴 面 基 十 玉 十 党 二 二 所 
截 那 部 分 的 面积 . 
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4321， 


解 两 曲面 的 交 线 为 
二 
着 将 Or 平面 目的 圆周 天 十 亚 一 az 记 以 和 其 弧 长 记 
以 妆 则 所 求 的 面积 显然 可 皮 为 
S= ?中 vod 


由 于 局 十 办 一 oz 即 为 | -一 区 上 一 光一 人 本, 履 信 


定 一 与 十 全 cosply 一 与 sing 


从 而 弧 长 的 微分 为 s 一 号 dp, 于 让 ,面积 为 


3 一 2 中 wa ed 一 了 | 国 《1 一 ecos 六 ， dy9 
归 了 ， 
一 ?| ein d| 了 | 一 442. 
汁 科 
7 - ] 大 太一 YY 
2 十 到 
车 蕊 = ar 十 她 池 一 c 弛 十 ad， 且 (5 为 外 畏 堂 标 原点 的 
简单 的 封闭 围 线 (ad 一 女 夭 0) 
解 ”首开 注意 ,由 于 ad 一 姑 关 0, 故 只 有 原点 (0,0) 使 
大 十 呈 一 必 易 知 
XeY 一 Ycd 和 一 (ar 十 Beczr 十 cdy) 
一 《ez 十 二 yeecr -Fadyy 
一 《et 一 BecCrGY 一 ydr)， 


1 下 Xdy 一 YaX 


7 一 于 站 


371] 
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= 到 中 Per， 30dzr 十 Greydy 
其 中 
厂 _ (ez 一 可 ) 殖 
(et 十 性 十 ez 十 全 和 2 
和 =- (ad 一- ) 
(2 十 再 y)2 十 《rr 十 研 y)， 
容易 算得 
观 _ 男 
Qr 人 


ki 一 个)T 十 全 2 【十 本 
[az 十 而 y 关 十 《er 十 过) 后 
《fr 天 (0.0) 时 )， 

数 由 格 核 公 式 知 


中 Pc CT 十 人 (yy 


一 中 Pet 十 (Cryayy 


其 中 C 可 为 包围 原点 (0,0) 的 任 一 位 于 人 内 的 围 线 , 特 
别 是 ,可 取 人 7” 为 围 线 (ez 十 妈 关 十 (cz 十 oo 时 一 二 ( 邵 
和 十 天 一 关 ) 沁 演 0 充 分 小 ,于 是 ,得 (利用 格林 公式 ) 
7 工 上 Key 一 YeX 
2 
了 和 从 d 了 7 一 了 2 
呈 开 2 2 十 茸 3 


= -1 Xe YYd 苞 
2 2 
一 和 

空 T 中 ， - 0 本 326 


6 一 广 由 
一 一 Zrezy 
了 
7 丙 和 2 


ed 一 入 中 了 
7 。 (YY) 


上 


姜 ( 乓 ,Y) . 攻 PCzrry) 1 - 口 
由 于 万 C 人 一 2d 和 故 厅 光 区 一 这 一 充 ' 于 是 ， 


代入 上 起 和 
7 一 tl 一 各 


站 人 需 二 厅 页 Te 


2 -一 站 _ 
IF [ad 一 下 | 
4322. 若 简 单 的 围 线 C 包 羡 华 标 原 点 , 汪 一 红 T3) 7 一 名， 
切 : 而 射线 Grey) 一 0 和 %zryy) 一 0 在 围 线 和 内 和 面 有 
用 个 单 玄 点 , 计 代 积分 云 参阅 前 题 ). 
解 设 红 z7) 一 03 一 0 在 慷 内 的 冬 点 为 
了 ro 一 上 1272. 首先 注意 ,本 题 应 假定 国 数 


代 773) 与 %Ty) 在 C 围 成 的 区 域内 具有 连续 的 二 阶 


偏 导 煞 , 并 且 在 各 后] -处 有 万 光 - 


多 一 用 ' 攻 ” 和 0. 容 易 算 得 
Xe 一 YadX 一 (了 一 由: 的 dz 十 (了 一 六 dy， 
从 市 


jaxer 


TO 一 SEEnfecz 一 如) 


1 YY 一 了 df 有 


了 -一 孜 直 基干 闻 
一 支 站 十 GQGzy)ay， 
其 中 ， 
一 
到 一 元 十 名 ,六 一 如 于 克 十 多 ， 
又 可 算得 
弛 加- 


1 站 加 虽 本 
十 画 [We 一 玫 风 他 十 多) 
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由 加 【( 凶 


一 发 罗 人 荔 ” 十 多 区 多 十 《和 十 部 风光 
十 208 六 ”一 区 下 9590 
《PC 
半 绕 点 严 (Crw) 作 周 线 台 :Fr 十 [Cr 一 
#r 玫 到 | 十 了 一 天 ), 取 >0 驳 分 小 , 便 诸 总 焉 不禁 父 


昌都 位 于 C 内 (这 是 办 得 到 的 ,因为 在 各 点 严 ， 全 人 
D( 人 7) 


夭 0. 肝 而 由 连续 性 知 在 己 的 某 邻 城内 站 天 总 持 
保持 定 号 ,于 是 根据 隆 函 数 存在 定理 知 变换 芯 一 约 ， 
妨 汪 一 芝 rs) 在 点 Cay) = (yi) 邻近 及 晤 (他 ) 

Ar Li 站 ( 磋 , 了 ) ， 
(00) 邻近 是 双方 单 值 双 方 连续 的 并 使 方 林 ,人 在 
王 的 邻近 喇 士 过关 ( 记 为 %) 上 保持 定 导 ,将 格林 公 
式 应 用 于 诸 钳 线 《4 2 W 之 间 的 区 域 可 得 


中 Pro)az 十 恕 Gray 


一 之 中 Per 十 名 人 rc 


故 

1 

1 一 于 世 由 一 交 寺 产 1 
但 


下 2 
和 十 交 


一 所 中 xar 一 YdX 
下 中 (pp 一 gd 二 (04 


4324. 


-二 2 反 。 - 经 人 ed 


-站 门 (X, 了 ) 
本 


万 Cr 村 3 让 


2 DCX. 了 7) 和 
人 了 3 CT) 了 
四 
一 产 |sgn 古 吉他 | | dXKedy 
2 
2 DOXY .ns 
DC 
一 ?rr| sgn 了 人 的 
加 2 D 万 fa ， 了 引 
代 六 (ta 式 ; 即 得 
1 sg 六 估 全 | 
“一 > 8 而 (vy) 
或 写 因 
Von ( 生 失 ， 
志 sgn Dr 
其 中 的 >) 是 对 册 线 氏 x9》 一 0 与 gz) =0 在 内 


的 各 交点 相 如 . 

注 ; 昌 然 ,4321 题 是 4322 是 的 特例 .这 时 ,出线 ex 
十 bu 一 0 与 c 十 dy 二 0 在 已 肉 只 有 :个 秋 点 * 即 原点 
一 4f 一 吕 r， 


证 明 , 普 上 为 封闭 的 困 线 有 了 为 任意 的 方向 ,有 
中 cos(t met 一 0， 


式 中 为 国 线 5 的 外 法 线 . 
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证 ” 刀 鲜 8. 66 所 未 .不 妨 委 是 已 的 方 向 为 讶 时 针 的 ,以 
了 声 v， 由 于 将 攻 


图 8 呈 .i6 
人 fr) 一 (ayr)， 
收 得 


cos(z ,7 一 cost7 reosta sy) 


一 sinelszysincm ya) 


但 sin(z ye) 一 sin[ Cr) 一 地 ] 一 一 RGSKCE 9T3 


cas, 一 cos[ (ea 一 三 ] 一 sin(y ,zy》, 旦 


cosC 了 一 sinti sy) 一 窜 ， 


机 
六 此 ,有 
cos(7 少 Je 一 cos(e rody 一 sin(Z ,rr)clr， 
十 利用 格林 公式 ,并 注意 到 sinkt ,rzr) 和 eceosCl sr) 
均 为 常数 , 邮 得 
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中 cost2 ds 
一 上 一 sintz re 十 cosCl ,zady 


一 junrs 一 人 


4324. 求 积分 
“二 中 Creos(zsz) 十 SeorCzy3)3cd 
之 值 , 式 中 (为 包 铺 有 界 下 3 的 简单 封闭 曲线 ,为 它 的 
外 法 线 . 
解 刀 上 题 所 述 , 已 知 


cost7 一 cos[ (zi 一 卫 ] 


sintft 二 六， 


cos (nyy) 一 cos [地 一 Guz)] 一 sin(a yx) 
一 sin[cr rr) 一 了 = 一 cos(z ,) 一 一 宁 . 
于 是 ， 


1 一 中 zwy 一 3edtzr 一 2 王 中 war 一 at 一 20， 
这 里 3 表示 在 界 域 3 面积 的 数值 ， 
4325. 求 
上 mn， 好 中 Fa)as， 
其 中 相 为 包 售 点 (Ceoyen) 的 畔 线 避 所 界 的 面积 ,ed 人 9) 为 
域 $ 的 直径 ,” 为 力 线 C 的 外 法 线 上 的 单位 向 量 , 玉 tr， 
3} 为 在 号 二 人 上 连续 地 可 微分 的 向 重 ， 
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4326， 


解 。 由 4321 题 的 推导 过 程 中 知 ,矢量 请 在 坐标 轴 上 的 
射影 为 
六- 一 cos 人 Car) 一 2 一 cos(z swv) 二 一 宁 . 
二 是 ， 

(ic 一 《用 相 十 了 He 一 X29 一 Ya， 
内 此 ,利用 格林 公式 知 


中 (smets 一 中 xay 2 
则 吕 


一 由 许 十 开 |deedy 
和 


中 均 
f 全 二 。 
-|[ 们 元。 5， 


其 中 点 位 ,9 和 城 3. 于是 ， 
| 
一 其/ ， 《nn 十 了 有 


[二 


$ 13. 曲线 积分 的 物理 应 用 


均匀 分 布 在 圆 刀 十 玉 三 二 空 0 的 上 半 部 的 填 基 六 以 
怎样 的 力 吸 引 质 量 为 普 位 于 (0,0) 的 质点 ? 
解 由 对 称 性 知 , 引 力 在 Or 轴 上 的 射影 区 一 0, 故 只 
要 计算 引 方 在 Oy 四 上 的 射影 

讼 圆心 佣 为 岂 由 帮 一 ai2 逢 ,对 于 长 为 cs 一 段 贺 
弧 吸 引 质 证 为 六 的 质点 的 力 在 Co 轴 上 的 射影 为 
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17 
志 中 一 下 oa 
df 一 - 一 本 sin 人 -cell 二 sinezO， 


5 妆 人 入 数 ， 
所 求 的 引 万 在 (加 革 的 射 磺 为 


ea 。 2 
Te 


Y ingdg 一 经 2 


站 和 
4327. 计算 单 层 的 对 数 伺 
时 (一 中 hn 二 cd， 
式 寺 天 一 第 数 - 一 密度 9 一 WE 一 
设 围 线 上 是 图 周 芋 二 型 一 下 
和 解 汗 对 和 你 性 知 , 对 数 个 
zy) 一 -2 In >， ，RdO 


] 
vRRz 一 2 忆 peos8 十 施 


一 一 - Rh| mazf1 ， -2 - cosd 十 [ 攻 人 ]ao， 
此 中 王 一 和 十 六 2 ,ez 十 而 ! 是 矢 址 r ~ 
小 了 上 士 人 上 河 六 一 呈 广 才 : 六 的 正 疝 光 角 . 
利用 3733 题 ( 或 2192 题 ) 的 结果 ,可 得 


al 一 2 cos0 十 | 问 ]ae 
吃 


cd 


一 2At| in 


[9， 户 习 下 
-4 

[zxln 抽 , > 民 . 
于 是 ,我 们 有 
Psy) 一 一 2 下 | nae 
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本 一 到 1 如 | ?3 
At fl 了 COy 代 十 | 二 | ju 


1 
jzrean 肪 ,去 配 ， 


|zzean 让 全 避 . 
4328. 来 用 概 总 系 标 产 和 8 计算 单 层 的 对 数位 

了 一 | ceosmen 二 
利 

7 -~ | snow 一 人， 
式 中 六 为 点 (Psg) 与 动 点 5 入 问 的 点 亢 居 为 扩 铸 烙 . 
解 由 
六 一 WPcos 划 一 COs 甸 1 十 《pSin 提 一 sim 的) 

-= VT-2pcos( 人 -内 十 玫 ， 

于 是 , 当 关 二 工时 ,我 们 有 
了 一 一 去 | cosmghntl 一 2peog( 半 一 分 ) 十 站 Je 人 


中 


一 一 了 ostmg 十 万 n(1 一 2pcos 十 本 Je 


一 一 了 | osmerosmaalntl 一 2ocosft 二 Poefu 
十 加 | 7 “sinmzgsinmralnti 一 2pepsd 二 Tcfa， 
风 为 上 述 右 员 两 个 各 分 中 被 积 郧 数 区 为 以 2x 为 疝 
期 的 亲 数 . 诈 注 意 到 奇偶 因数 在 对 称 区 问 上 的 积分 性 
质 , 则 右 


厅 
太 一 一 cosm coroningil -一 2peostr 十 台 Dere 
站 


38 日 


Sm7 


2 引 sinpaglnK] 一 20coset 十 Pet 


一 一 cosmgj COszztlnk1 一 26cosa 十 22)de 
总 


一 一 (cosm 岂 | 一 亚 e| 一 二 prcosmagpr 
辕 理 ,我 们 让 
3 一 一 了 | siowwncl 一 2peosfk 人 一 多 十 严 ]cg 


一 一 二 | ”sincms 十 台 网 nfl 一 20cost 十 223ete 
一 一 cosgy| sinzealn1 一 2pocosz 十 2Jezre 

一 sinmg| cosmmuln(l 一 2pcostz 十 王 ) 人 村 
一 一 sinmgj| cosmulntl 一 2pcosa 十 pzjalz 


. 拭 | 开 . 
一 一 Ginm 岂 | 一 丈 太 | 一 交 太 sim 名 


当 王 1 时 , 则 和 


万 一 一 cosnmrg| cosmaulndl 一 22cosE 十 严 ?G 
必 
一 一 cosmg| cosmulnp 1 一 爷 工 cosg 十 上 | 二 琵 
和 如 有 1 
一 一 cosmgj| cosmulnGi 一 2 了 cosz 十 工 好 
书 总 
加 ws 。 
一 一 《eps 款 太 丽 妈 COSIRP 
同 理 , 我 们 有 
了 一 一 sinmgj sosmxtn| 1 一 人 二 cos 十 寺 旭 下 
全 已 右 
一 一 Ginom 内 | 一 -二 | 一 王 ornsi 
一 Sjn314 的 | 元 广 | 一 坝 吕 sin 名 


38] 
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对 于 疡 = 0 显然 有 
二 一 天 一 

现在 来 研究 当 产 = 1] 的 情况 , 首先 ,积分 
所 | sosmuna 一 2pceost 十 记 )erzt 
对 于 PP 在 区 间 f1, 1 十 全 上 下 一 狼 收 部 的 ,其 中 四 为 很 小 
的 正 数 . 再 实 上 ,对 于 充分 小 的 有 当 在 (0. 咏 内 到 值 
时 , 有 有 
1 一 2pgosr 十 天 二 (一 0 十 280] 一 cogt) 

之 21 一 cosa)y 20， 
玉 是 , 当 1 扫 5 和 1 十 bz E (079) 时 ,有 
jccsmtlnfi -一 2pcosz 十 开店 S |in2(C1 -cost) |， 
而 积分 


中 


| |tn201 -- cos ea 
是 收 伍 的 , 这 荐 由 于 当 0 反 328 过 1 有 


lina az21ln2(l 一 cosz) 1 


日 十 十 严 
一 im -一 [2(1 一 cost)inr2(1 一 cosz) 
是- 反 二 小 
28(T 一 cos 太 )8 
一 浊 .1 一 曲 . 
于 是 ,积分 


| cosmuinal 一 2pcost 十 2 jegz 
内 
在 1 所 < 委 1 十 信 上 -一致 收 敏 , 故 拓 积分 
了 | 一 seemamal 一 2pcost 十 下 36m 
灾 
在 1 委 p 近 1 二 91 上 一 竹 收 误 从 而 ,万 作为 参数 产 的 时 


数 在 6= 1 是 右 连 续 的 .由 此 ,根据 上 面 已 求 出 o>1 时 
辣 一 二 “cospzgp 得 知 ; 当 户 一 1 时 ， 


万 一 lim 半 p “ecoS7 一 二 coszm 可 
杨 e1 .1 4 

同 理 , 可 得 

天 一 lim 志 ”Sijnz 久 一 二 sinzm 色 
站 十 放 Pt 


综 上 所 述 , 得 


六 一 -rcasmag 天 一 "sinmmg， 当 站 大 癌 雪 1 


一 二 ”cosonpp， 了 一 也 ”sinap， 当 辣 人 > ]， 


#* 》 和 参看 由 备 日 克 、e. 格拉 德 什 地 编 昔 “ 画 数 形 与 
积分 表 呈 ,765 公 式 1， 


| ma 一 2pcosE 十 加 Jecosared 一 一 二 和 ( 人 (和 < 1)， 
* #) 概 据 上 面 公 式 , 当 捅 1 时 ,有 
lnfl 一 2peosL 十 产 :JeoseTe 


COSGTcE 


一 了 2n 户 。eoseaezzr 十 上 | 1 一 2 工 cosy 
自 no 1 产 


本 


十 记 | COS 丰 刘 六 


COSZ 介 大 


= | nl 一 23cosz 二 请 


= 一声 
比 中 “ 为 自然 数 . 


4329. 计算 高 斯 积分 
Bo9y)》 一 和 sd， 


式 中 > 一 Y 人 一 < 十 全 一 3 天 为 向 册 天 的 长 度 , 此 向 
量 是 连接 点 46z,y) 和 六 单 封闭 光 谓 贸 线 二 上 的 动 点 
好 传 ,9) 而 得 的 ,ra) 为 癌 量 > 与 在 曲线 人 上 上 好 点 的 
外 法 线 z 所 夹 的 角 . 

解 。 设 与 Or 轴 的 光 前 为 cr 与 Oz 轴 的 天 角 为 及 , 则 
(7 一 4 一 站. 于 是 ， 

ceosfr 1) 一 cosacos 自 十 sinasin 话 


一 < 了 
一 ~ cosea 十 sjne 
有 妨 


代入 高 斯 积分 ,得 
丰 人 sy) 一 中 | 2sina 十 二 
二 一 并 名 一 ”入 
一 cy 启 et. 


去 reose| de 


交 

则 有 
9 (二 一 耻 ) 放 十 人 一 人 和 
到 六 
向 (一 了 节 )2 十 《和 一 ) 
花 于 ” 


因而 己 .Q 的 篇 导数 除去 点 4( 此 处 > = 0) 外 ,在 全 平面 
上 是 连续 的 ,并 月 只 一 区 . 于 是 ,利用 格林 公式 知 ; 当 
点 4 在 曲线 C 之 外 时 ,有 
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Mr YY) 一 SQS (天 -- 0. 
< 玉 


当 点 4 在 曲线 上 之 内 时 , 则 在 曲线 C 内 以 4 为 珊 心 , 灵 
为 半径 作 一 国志 , 芭 得 
(yy》 一 中 costr 到) ai 一 中 站 一 ?xz 


当 点 4 在 曲线 C 上 时 ,不妨 利用 关 夭 式 


2 27 一 


了 


友人 


其 中 sde 为 的 点 4 看 曲线 C 二 弧 长 的 微分 必 所 张 的 人 
度 , 今 以 4 为 圆心 ,为 半径 作 …… 一 小 圆 ,交心 于 已 及 已 ， 
两 点 ,将 曲线 乙 除去 小 圆 内 的 部 分 记 以 2 Ba, 则 有 

| cos 人 04 一 | ap 一 一 BA 


于 是 ,我 们 家 
Cos( 广 ,她 ) 
一 


《一 中 加 


一 lim 
门 一 十 蜂 


cosCr 2) 1 
一 iim 区 光 交 一 允 。 
综 上 所 述 ,得 高 斯 积分 
0, 点 入 在 忆 外 3 
区) 一 中 2 二 47 点 有 在 生 上， 
2r 点 | 在 人 内 . 
* ) 参看 rw. 非 赫 金 哥 尔 欧普 《 微 积 分 学 教程 4538 目 . 
4330. 采用 梓 举 标 系 PP 和 9 计算 双 居 的 对 数位 
页 | 一 | cosmg Cd 
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和 


开 ， __ | siamy So 
式 申 r 为 点 AP 网 和 动 片 对 01) 之 间 的 距离 ,Cr 
为 方向 页 镶 = 上 与 从 点 品 (0,0) 所 引 的 半径 DG 夏 = 了 一 
者 之 间 的 光 稻 ,mm 为 自然 数 . 
解 ”由 题 塌 知 : 
cos(r ,1 
六 
【cos 儿 一 cos 包 cos 名 十 《sin 的 一 sing)5im 久 
《cos 贡 一 CDS 多 ”十 【S 册 -Ain 扣 1 
__ ] 一 cost 作 一 多 
工 十 本 一 2pcos( 作 一 风 - 
共 而 , 当 关 一 1 时 ,es 一 寺 . 又 因 严 为 自然 数 , 故 
此 对 有 


2 
乒 1 一 加 | [2 


纪 


民 ， 一 羡 | sinmyey 一 0 
2 j 


当 6 忆 1 时 ,因为 级 数 ( 利 用 2968 题 的 铬 果 ) 


1 一 os( 人 一 网. SN、 ) 
]】 十 下 __， 2pcos ( 册 一 多 1 十 志 rcosntg 的 


在 [0,2x] 上 一 致 收 黎 , 匀 cosm (人 作 一 网 和 sinm( 作 一 多 
以 后 在 C6,2r: 上 也 - 致 收 伍 , 故 可 逐 项 积分 . 于 是 


fm ] 一 gos{t 如 一 号 
开 ) 一 | COSP1 信 ] 十 展 一 2pcos(g 一 克 作 


一 | cosm (站 一 多 cs 于 划一 Sin( 护 一 凡 Singz 移 ] 
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十 
< 生 十 oneoszzt 纺 一 闻 ]dg 
nm=] 
一 cosog| cos 站 一 内 DeOSTE 人 -Cd 人 


一 preosmg| cosmy 一 内 d8 
二 了 DCOS 了 名 
癌 理 ,容易 求 得 
-fr 1 一 ecpskg 一同 
的 -- | _ - TO 驴 纪 
3 ， SIDPz 的 1 十 呈 本 2pcos 〔 亿 一 两 2 
一 素 PmSTmN 的 
当 6> 上 时 .我 们 有 
ar 1 一 cos( 作 -的 
天 | 一 | 
| coszz% ] 十 刺 一 2prost 交 一 历史 


人 2 一 2pcos( 必 一 有 
到 ]， COsH 史 [十 天 一 os 一 而 帮 
有 
一 六 COS7za 化 
本 忆 


. 士 户 一 2peoslh 一 史 ] 十 直 一 的 


1 十 形 一 2pcos 人 网 一 内 人 


工作 -一 人 
审 jeosmg 让 庆 二 寺 全 一 万 必 
一 一 去 | cosmy 1 天 研 
| 1 十 关 一 2zcos( 人 一生 4 
一 一 于 | cosmg 


,和 呈 十 [1 十 王 二 2rcos( 亿 一 及 ] 
1 十 天 一 2reosf 有 一 多 Y 


加 1 一 rcogf 毕 一 味 
| COSJz 的 1 十 天 一 27cos( 由 一 而 4 
上 也 
一 -一 PPO31 人 一 一 COST 
妈 站 殉 乡 
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4331. 


其 中 = 二 1 
癌 理 ,可 求 得 


2 一 一 
兵 ， 一 | SiTHz 岂 1 一 eps( 多 一 多 


] 十 本 一 pos( 风 一 史 


Cd 
一 一 工 Sinz 旬 
广 ; 
综 上 上 抽 述 ,得 
并 一 TDPOSP 和 名、 相 。 一 TO"SinOD，， 当 吕 1， 


大 ;一 责 ; 一 站 ， 当 一 1 
和 元 . 
六) DSS 和 到， 一 一 一 Sm 45 疡 1 ， 
加 
有 _ 这 娩 : 加 交 
若 az 一 了 一 0, 则 称 可 微分 两 次 的 表 数 一 


& Cryy) 调和 函 归 证 明 : 当 冉 促 当 


中 xs=0 


( 式 中 忆 为 任意 封 闭 略 线 ,2 为 灌 此 国 线 之 外 法 线 的 导 
画 数 ) 时 ,是 调和 图 效 . 


证 ”由 于 
江油 n 
天 去 于 CoS (5 十 区 sintne7)》， 
而 《参看 4324 题 的 推导 ， 
cos(1 se) 一 宁 ， Sin( 玉 fr) 一 一 宁 ， 


故 利用 格 朵 公式 (注意 , 题 中 应 假定 xCz,y) 具有 连续 的 
一 阶 偏 导 数 )， 得 


二 和 
中 训 坟 一 中 于 dy 一 杞 允 
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加 下 
一 由 IEE 十 了 | dray 


=- uaoanay， 
其 中 5 表 由 封闭 围 线 C 围 成 的 区 域 由 此 式 知 : 
中 衬 a -0( 对 任何 封闭 围 线 C) 当 且 仅 当 | (ae ， 
dzay 一 0 对 任何 区 域 37. 但 易 知 这 六 相 当 于 Au = 0. 
事实 上 ,车 如 二 0, 则 对 任何 5, 有 || (ax) ,azay = 0 
反之 , 若 对 任何 S, 有 | (aujdzay 一 0, 则 必 4x 三 0. 因 


为 ,车 不 然 , 在 某 点 (Crzosy3o)yae 天 0. 例如 , 设 在 上 出 点 四 
7 人 则 由 连续 性 可 知 : 必 存 在 以 (zn 9 30 为 中 心 ， 半径 
为 rof 充分 小 ) 的 图 域 ,使 在 其 土 每 一 点 ,都 有 az > 


0. 由 此 可 知 , | (ax)dzdy > 0. 矛盾 ,证 毕 . 
4332. 证 明 ， 
由 (区 + 动 jze 
= 一 ||。auazay 十 中 汪 ds， 
式 中 光滑 图 线 已 包围 着 有 界 域 9. 
证 ”由 于 
中 Stds 一 中 > [&eeosG，z) 
十 sin(,z) ]ds 


2 
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4333、 


4334. 
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一 包 y，_ ， 红 
中 丈 作 攻 入 dz 


=- [到 ] + 如 |* 5 芋 jazdy 


-外 aero+ 下 (| 才 | 十 | 迪 关 ] ] ]azray， 


岂 关 ) 十 [ 记 ] ]azdy = ar 

十 中 as 
证 明 :在 有 界 域 8 内 及 其 周 界 C 为 调和 的 函数 , 则 此 函 
数 单 值 地 由 它 在 圈 线 上 上 的 数值 确定 (参照 习题 
4332)- 
证 ”由 题 意 知 , 我 们 只 要 证 明 , 如 在 有 入 域 5S 上 的 两 个 
调和 画 数 凡 和 了 瑟 , 在 其 周 界 C 土 有 相同 的 数值 , 则 它们 
在 整个 域 土 恒 等 . 这 也 就 是 要 证 明 , 若 调和 函数 x = 
一 zz 在 周 界 恕 上 等 于 零 , 则 它 在 整个 域 上 恒 为 零 . 事实 
上 ,利用 4332 题 的 结果 ,得 


中 到 | 十 [到 ]azay 一 站. 
于 是 ,在 整个 域 $S 上 ,有 

色 -上 

Hi 中 
这 表明 ,在 5S -上 z# 为 常数 , 但 在 周 界 己 土 = 一 0, 故 在 域 
旧 上 zs 乒 0, 即 一 如 
证 明 平 面 上 的 格林 第 二 公式 


一 小. 


| ar am 一 二 
肌 Grey 一 中 如 和 | 
和 | 攻 对 全 


式 中 光滑 的 国 线 C 包 围 着 有 和 诗 线 3， 寺 二 为 沿 (C 的 外 法 线 


方向 的 导 晒 数 、 
证 ”我 们 有 

了 刘 二 -一 
中 六 中 一 - 中 必 衬 cos 《2 


4 
汗 专 sin 人 4 工 )]d 


于 到 je 


一 LE 半空 -又 守 | dzdy 十 earer 


到 下 一 耻 押 
朵 理 ,有 
起 P 
人 中 wa 一 “az 


一 训 Je 


人 起 十 型 八 ) 
-站 区 去 十 鸭 亲 dd 十 |jserwr 


于 是 ， 
at 弛 
后 | 生 着 s 一 人 
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一 |eauara 3 一 中 aearay 


9 


4335, 利用 格林 第 二 公式 证 表 , 若 # = xz,y) 是 存 界 闭 域 S 


内 的 调和 函数 , 册 


1 E 败 my lny + 狂 

2 Jr 7 二 
式 中 C 为 域 $ 的 边界 , 为 轩 线 C 的 外 法 线 方向 , (zyy) 
为 域 S 内 的 点 灯 一 CE 一 了 下 十 (十 3 和 为 点 (zy 
与 转 线 C 上 的 动 点 司 ,9)》 问 的 距离 ， 
证 ”和 先 证 一 lnr 为 人 707) 和 关 (rw 的 调和 冰 
数 . 事实 上 ,我 们 有 
鸭 / 上 一 位 
美人 (人 一 了 十 作 一 2 
8 人 一 3 一 一 工夫 
天 [(E 一 x32 十 (人 一 当 )32 
询 _ 站 一 YY 
呀 (一 袜 十 (和 一 全 
zi (人 一 了 一 (一 
琴 [人 一 7 和 十 人 一切 2 
因此 ， 图 8.67 
爱 + 嘎 一 0, 即 如 一 0 

今 以 点 (3y)( 当 (人 天 (zy 时 ) 为 中 心 ,2 为 半 

径 画 一 圆 Cv, 使 此 圆 各 含 在 围 线 C 内 .CC, 及 忆 的 正 向 如 
图 8.67 所 和 孙 . 曲线 和 的 法 线 向 外 ,Cs 的 法 线 指向 点 (z， 
?7), 因 此 ,在 Cs 上 ,我 们 有 
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如 Ar 
Ergy， 
姨 


如 


下》 一 dx， 


二 

7 吾 ” 
现 将 格林 第 一 公式 应 用 到 由 C。 及 上 所 界 的 域 9/ 
上 去 , 即 得 


Mr 有 hr 
办 4[nr 一 
下 “下 
全 Inr 人 | 于 nr 
由 于 4inr 一 Dar 一 0, 故 得 
姬 nr 
3 六 | 一 
人 | Inyr 
将 行列 式 展 开 ,并 利用 线 积分 性 质 , 即 得 
和 避 mr 
中 ln 记 一 总 ]2 


< 工 

一 0.130” 十 中 xz 

一 友人， ,7 忠心 一 2reg( ,有 )， 
其 中 zx 人 庆 9 》 为 奴 在 图 Co 上 某 点 的 值 , 艳 得 


下 让 本 | 剧 my | 
HS 一 六 EL 咎 tr 束 | 
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4336.- 
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两 端 令 2 一 十 0 取 极 限 . 并 注意 到 国 数 在 点 (7,y) 的 
连续 性 , 即 笃 

民 (过 yy》 一 冯 中 和 2 lnr 到 ct， 
* 》 利 用 4331 题 的 结果 . 
# 关 )》 利用 第 一 型 曲线 积分 的 中 值 定理 , 共 证 明 六 法 与 
普通 定 和 分 的 中 值 定理 类 似 . 
证 明 对 士 调和 冰 数 xz0GM) = az:y) 的 中 什 定 理 ， 


2 靖 
afa7) 一 5x5 人 四 


式 中 心 是 以 好 点 为 中 心 p 为 半径 的 圆 刊 ， 
证 “” 利 及 13535 题 的 结果 ! 取 5 为 Ce 得 
用 mr 


af at) 一 到 中 x 一 iny 芳 |es: 
但 在 上 上 ,有 

r -一 有 ， 
硬 mr __ 人 mr _ 工 了 工 
机 | -= 益 | 一 六 F 疡 ” 


由 比 ,再 注意 到 中 ss = 0( 这 是 利用 4331 是 的 结 
果 ) ,得 


一 工 和 | 芋 -mna 虹 | 
uC 一 让 中 “np 于] ds 

- 工 丰 ne 和 本， 

= 区 中 va: 2r 小- 京 $ 


] 


由 2 ,Jezy， 


2rp 二 


证 毕 ， 


+ ) 原 题 中 漏 挤 了 P, 即 应 将 误 改 为 了 
4337. 证 明 在 育 界 闭 域内 是 调和 的 且 士 此 城内 不 为 常数 的 狼 
数 &(z,?) 在 此 域 的 内 点 不 能 达到 其 最 大 或 最 小 值 ( 要 
大 全 原则 2 
证 ” 设 有 界 财 感 为 如, 它 是 由 有 愉 开 域 吕 及 其 迪 界 双 
构成 . 我 们 要 证 明 : 如 果 zkzyy) 在 此 的 某 肉 点 Po(zro， 
3m)》 达到 其 最 大 值 或 最 小 值 ( 例 如 , 届 达 到 了 最 大 值 )，, 则 
xx) 在 纪 上 必 为 常数 . 下 分 三 步 证 之 . 
i) 先 证 : 若 圆 域 3, 一 13 一 xz 十 (9 加 于 二 
妇 ) 完全 属于 吕 , 则 zkry) 在 3 上 为 常数 ， 
对 任 伯 0 < 了 > 守 p 用 (- 表 圆周 1(zy)|(z 一 2 
十 (一 3 和 一 天 有 几 4336 题 的 结果 可 知 
zzoyyo) 一 元 中 ze ,Das 
艳 
访 中 men 一 式 ( 人 yels 一 0. 《1) 
人 因 zz) 为 最 大 值 , 故 在 C 上 恒 有 有 
froyynpy 一 下 位) 之 人 
让 此 ,根据 (1) ,车 易 入 在 三 上 上 xz 一 2 王 中 
因为 , 若 育 基点 (名 和 人 使 (zos3o) 一 2 名 一 


> 00 则 由 Crsy) 的 连续 性 可 知 , 必 有 以 (名 为 由 
心 的 某 小 圆 域 w 存在 .使 当 ( 习 ,7 皇上 时 , 人 介 有 2(zoy3o) 


(89) 区 本 ， 用 C 表 避 舍 于 内 的 部 分 , 则 


中 [ezoy yo ME)cd5 >| Fa wo 
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一 xds | 二 ct 一 了 . 人 站 
5 2 


其 中 心疼 贺 频 人 之 长 ,此 显然 与 (1 ) 式 夭 盾 . 
十 是 ,在 和 人 上 恒 有 ee 一 愤 . 三 0. 再 根据 
r 的 任意 性 人 0 过 > 所 的 , 即 知 对 在 何人 ,7 ES, 部 
下 (9) = 2 换 和 句 话 谨 ,aCrvw) 在 上 是 带 数 ， 
和 次 让 : 没 产 gr 7 为 下 的 全 -内 志 (C 有 六 ”二 
有 网 必 ef7 一 
用 完全 会 于 只 内 的 折线 了 将 点 Pr 与 点 
Pr 连接 起 米 ( 图 8.68) 用 38 表 雪 与 ! 之 问 的 


图 8. 68 
距离 ,好 号 一 min vc 一 司 字 十 人 一 和 5 其 中 的 
min 是 对 一 切 (Cz,y) GE 浊 ,Czy) ET 来 取 的 (由 于 座 ， 
f 是 互 不 相交 的 有 界 闭 集 ,可 证 mia 一 定 能 达到 ,从 而 
全 0). 取 0< 人 二 人 以 点 Po 为 中 心 ,为 半径 作 一 圆 ， 
得 圆 虞 Si 一 TryyJtz 一 zo 玫 十 (3 一 3 短裤 人 2 此 
圆 域 完 全 含 于 吕 内 ,由 六 段 已 让 的 结论 知 zz 在 S。 
中 为 常数 . 特别 er 一 HOCro) 这 里 点 PC ) 
39 右 


代表 圆周 人 一 1)Hzr 和 十 (一 全 雪 
折线 5 的 交点 , 六 以 点 忆 为 中 心 ,人 为 于 入 作 一 疗 , 得 
辆 域 汪 = (9 | 人 一 人 9 天 委 人 3. 由 于 
zz) 在 点 忆 Ce) 思 达 到 有 避 天 值 . 而 完全 含 于 吕 
内 , 故 将 1 段 结果 用 于 S 可知 arvv) 在 S 上 为 常数 ， 
证 别 was = ar130 这 中 点 Po(zz 和) 才 圆 周口 
二 1 一 十 (的 变 点 
【 除 天 外 的 另 - 一 安 点 ). 再 以 点 五 :为 中 心 习 为 半 和 伦 作 - 
回 城 S:，… ,这 梯 炙 续 作 下 去 ,显然 ,至 客 经 过 次 (na 表 


天 于 j 的 最 小 正 整 数 ,* 圾 ! 的 区) ,点 疡 ' (ay ) 必 属 
二 Si 从 而 
HR 


一 玉 (zoyyo)， 
证 由 认 丰 的 结果 可 知 ,zzyyy 在 中 上 是 常数 ; 根 
据 agrvy)y 在 吕 上 的 连续 性 ,通过 由 中 的 点 艳 向 邓 的 点 
取 极 上限 , 即 知 wzyyy 在 总 了 上 上 是 常数 - 证 毕 ， 
注 : 从 证 咀 过 程 中 看 出 , 需 假 定 区 域 员 (从 而 史 ) 是 
连通 和 购 . 于 实 上 ,各 号 不 连通 , 则 结论 不 一 定 成 立 . 例 如 ， 
设 站 二 全 十: 共 中 有 与 % 是 两 个 下 无 公共 点 的 闭关 


域 .上 令 
ca (Cr ES 
1 7 他 《Cryy 所 本 
菱 中 心 天 上 是 两 个 常数 , 则 显 吕 xzryy》 足 吕 革 的 调和 
邱 数 且 在 总 上 不 是 常数 ,但 它 却 在 其 内 点 达到 最 大 估 与 


最 小 什 ， 


39 了 


4338. 证 明 黎 曼 公 式 


fa] rz 
由 drdy 二 中 Pdx 二 Qdy， 


王 灾 
式 中 
re] = 2 十 < 王 十 光 一 co， 
2 实 8 二 


1 二 五 丰 一 “4 均 为 
《eic 为 常数 ) , 严 和 筷 为 某 些 确定 的 明 数 , 围 线 马 包 半 


善 有 界 城 $. 
证 ”因为 
了 fa [zy] _ 
一 也 了 [于 [7 
帮 王 
PR 直 | 站 ， 
一 包 到 区 十 af 于 1 mr 鸭 十 eg 
cm 席 ; 二 4 + 如 _ 
下 下 罗 1 C 抽 六 为 得 归 
可 口 | 商 / 本 
| 吉 |， | 十 去 (ea) 
十 疙 寺 Ca) 
也 | 也 | 守 ， 
一 下 | ， 十 公 于 对 一 四 # 五 一 内 8 | 
利用 从 人。 即 得 
也 [ 疝 MTz 
由 Carcty 一 -中 Paz 十 dmy， 
1 吕 


其 中 


汽 / 
书 一 站 玫 一 四 


和 
4339. 设 z 一 zzz) 和 ?一 Try7) 为 深 体 的 速 束 度 的 分 荆 ， 


1 
@@ 一 ?为 十 eat 


号 9 吕 


求 在 单位 时 间 内 流 过 以 围 线 ( 为 界 的 域 9 的 液体 的 其 
( 即 滚 体 流 出 苷 与 访 入 重 的 差 ). 和 台湾 体 不 能 压缩 凡 在 城 
SS 大 没有 诈 拷 和 漏 蕊 , 则 函数 z 和 Pm” 满足 坚 样 的 太 任 式 ? 
解 ” 设 波 体 的 速度 为 夏 , 则 态 一 xu 了 又 cd 一 de 
“十 咖 了 寺 于 是 ,所 求 的 溢 体 其 

名 一 - | or cts 一 中 [zeos(PB2) 十 wsinfz rr) ez 


节 ， -一 - 并 站 

一 中 wy 一 TGF | 五 十 | 

其 中 关 表 未 曲 线 C 的 外 法 线 荆 的 单位 失 刘 ,和 并且 此 处 书 

假定 流体 的 而 密度 等 十 1. 项 波 恒 是 不 可 压 峭 的, 卫 介 

域 $ 内 无 源 果 和 淇 孔 , 则 证 体 流 出 基 与 流 人 莉 的 差 驴 应 
等 于 零 ,如 


1 2 
一 __ 
上 | 元 5 Tedy 一 ， 


又 星 然 ,对 上 后 关 贞 人 述 结果 均 正 傅 . 于 是 , 连 
续 困 数 az 应 满足 方程 
和 加 
下 工 肋 


* ) 参看 4323 题 的 题解 
434 有 + 根据 比 卸 沙 伐 耳 (THO 一 CABAD) 定律 通过 线 范 必 的 
电流 ; 在 空间 的 点 M(zyy,z) 处 产生 “磁场 ,其 应 力 为 
;全 儿 纪 3 ， 


ctrldy， 


一 由 


d 五 = 


共 中 = 过 接 元 寺 。 4 与 点 邮 的 问 量 夫 为 比例 系数 . 对 
于 持 闭 红线 护 的 情形 求 蔗 场 百 在 点 1 之 应 思 的 射影 
五 7 厅 -. 
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il" 第 … 


解 由 题 意 知 : 若 设 导线 CC 上 的 动 点 为 位 ,9.5 ， 


册 


r 一 (一 7 一切 十 人 一 =) 状 
到 4 十 吧 才 二 于 是 , 嵌 场 强度 


7 了 才 


在 
一 中 二 C@ 一 站 一 作 一 0dD 1 


中 二 一 add 


+ 中 [一 zy 一作 一 0d6 下 ， 


F 一 所 中 KG 一 ) 尾 一作 一 sad， 


及 = 天 中 去 [G 一 站 本 性 一 7d9， 


凡 = 必 中 上 CC 一 2 人 9 一 中 一 ?9d6， 


8$ 14. 曲 曾 积分 


型 的 机 面积 分 若 S 为 过 片 光 证 的 型 面 曲面 


并 二 人 


而 .Crsysx) 为 在 遇 而 S$ 上 的 各 点 上 右 定 祥 并 卫 直 四 续 的 乓 数 ,由 


(Cast E 全 》， 


[Freesyeas 一 reru WPTTJ 人 
“ 丰 
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(7 


巨人 et { 


不 中 
EEC 
6 一 | 车 | [党 十 [ 计 ) ， 
严 二 宇 er 嫉 竹 ， 详 此 


出 由 和 和 和 和 
特别 博 形 ,他 曲 面 的 方程 式 的 拒 状 为 
生 一 壹 (元 《Cs 3 

其 中 *6r3) 为 单 值 连续 地 十 将 分 因数 , 划 


和 一 0 


.Ai 二 | 全 | ] 科 | daao 


此 和 分 与 曲面 s 的 方向 | 

若 把 两 数 Frsysz7 当 作曲 着 S 在 点 (zz 的 密度 , 则 积分 (2? 是 
此 山 面 的 质量 ， 

2* 第 一 理 的 曲 而 积分 若 8 为 平 清 的 双 面 路 曙 !3， 为 它 的 正面 ， 
由 访 线 竟 方 网 器 {cogseeosB.cosy; 所 确定 的 一 面 :P 一 王 (zyvz) 人 .一 
闪 人 (Tvz) ,及 一 玉 人 rz) 发 在 昌 面 3 上 有 定 浆 而 圭 连 续 的 于 个 画 数 ， 


则 


Peareaaz 十 trdgs 十 Radardy 


十 


-ee 十 和 cos 且 十 Recosyyets 。 《3) 


若 则 面 S 的 方程 为 参数 式 (1), 则 法 线 #z 的 方向 余 荡 
4 下列 会 式 来 商定 : 


安利 呈 让 一 


| 


士 Y 下 十 遍 下 三 
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CC 一 


f 
二 Vi 二 良 十 6 
| 由 
条 0 
怀 < 
的 


开 方 根 前 的 符 导 用 适当 的 方法 素 选 择 ， 
当 变 换 汶 焊 画 3 的 另 一 削 时 ,各 分 (37 的 符号 安 为 相 到 的 符 导 . 


4341. 
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相 ， 
ee 十 只 十 gel9 
和 了 一 -ce 十 虹 十 呈 1， 


《起 中 号 为 球 王 十 赔 十 中 一 4 的 表面 , 己 为 内 接 于 
此 球 的 六 面体 |zl + 1y| + ls1=“ 的 表面 相差 芒 


singrosl， yy 一 Csinainl， 一 Cecog9 


严 Er 
了 一 Te 十 虹 十 zets 一 | | 忆 SIDE 
上 让 册 


一 4mra14， 
为 求 五 ,只 要 注意 到 1z| 一 2 一 5 了 | 十 1 并 
利用 对 称 性 , 即 得 
克 一 ee 十 史 十 zcP 一 s| ac 了 


Te 十 (Ga 一 人 开 一 ycy 


一 16 v《 了 | < Cr 十 吧 十 xz3? 十 全 
一 全 Ke 十 光 四 三 光 
16 vv 下 Cr 一 妇 一 下 人 一 人 


站 裤 【 全 本) 十 经 和 (Ca 一 区 Je 


一 v3 计 一 芭 1 祁 十 于 十 二 一 二 拉 
一 2 3eet， 

于 是 ,两 人 
站 -一 五 一 22 一 3 84. 


4342. 汁 饶 


站 


式 中 汪 为 才 面 于 十 好 一 2oglo 0) 被 曲 而 > 一 
vv 三 十 时 所 制 下 的 部 分 . 
解 作 变 换 
了 Si， 一 2 二 CrcOs 有 
则 两 曲面 分 别 化 为 
> 一 1 机 祥 一 222?cosbf1l 十 ecsgD) 


两 曲面 交 线 的 参数 方程 为 
工 一 asinlg， ?一 士 2e wcosgK1l 十 cosg) ， 


之 一 GT QCOSs 有 [一 于 迄 9 志 王 
于 是 ， 
到 YE ATTcos 而 
setd 一 上 | 《a 十 acos 上 有 at 
-NT 
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一 拉 2 vv 2 wecosg (1 十 cosgjscd8 
四 到 ， 


| ve w cosP w (1 十 cosg》， 


SiD7 好 (cost) 
一 一 4 了 < cos& 1 十 cosO reos0y 
1 一 cos) 


1 
一 4 vej caa 一 英吉 十 三 (一 站 -二 


4 VEe[B| 六 | F 直达 ,有 


二 - 到 Ver 


计算 直列 第 一 型 曲面 积分 : 
二 343， 中 ( 工 十 y 十 zc, 式 中 汪 为 曲面 天 十 并 十 呈 一 二， 


> : 宇 10， 
解 由 于 
及 十 [ 才 + | 要 1 十 五 十 点 


丰 有 

Pa wo 各 
je 十 y 十 zads = | dz| AT 
机 “ 站 人 


“fr 十 了 十 Ar -一 扣 ]y 
一 上 (re 十 28 ww 一 
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4344. | 十 ydS, 式 中 全 为 体积 v 灾 王浆 雪 = 挟 1 的 这 

界 ， 
解 面积 S$ 由 两 部 分 组 成 . 一 部 分 为 9:z 一 
vv 三 十 天, 尼 在 Dry 平面 上 的 射影 为 二 十 巡 =1; 另 一 
部 分 为 9:z = 1, 它 在 @ry 平面 小 的 射影 包 是 形 十 入 
一 1. 对 于 这 两 部 分 分 别 有 

+ 各 | 革 -人 ， 

中 和 

二 | 本 +|[ 译 | 一 1， 
若 利 腻 极 坐标 , 则 

和 ee 十 walS -- fc 二 yd 


十 | 十 吕 )d8 


= 一 v 了 | ap| rar 十 上品 mer 
让 站 站 总 
一 了 (1 十 v 2 )， 


二 十 全- 式 中 3 为 四 面体 十》 十 = 乓 17 祈 
0 衬 0,= 之 0 的 边 因 . 

解 曲 而 S 由 四 部 分 组 成 ,分 别 为 久 : 十 y 十 之 一 】， 
一 059412z 一 0. 于 
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4345. | 


必 


是 ,我 们 有 
人 cy 
十 了 十 3 “ 引 < 下 
1 | 
o 可 民 
二 |。 二 和 二 小 本 全 


1 _ 1- 了 ay 
十 | (十 这 十 7 


4 时 
= CVD， 


【 1 93 站 了 
十 ?ja 【了 十 六 江 
=-(v3 + lttn2 一 ) 十 201 一 ln2) 
_ 3 一 本 
2 


十 (ww3 一 1)1n2. 


4346. | zyziad3, 趟 中 为 曲面 = 一空 十 冤 被 平面 = 一 记 


割 下 的 部 分 . 
解 由 于 


Ji [ 寻 和 0 
故 利 用 极 坐 标 , 并 注意 对 称 性 , 即 得 
| eeles- 一 直 4 媳 ricosinp w1 十 drdz 


一 wT 十 并 入 十 多 )， 


-zf vVTTardr 一 |2 w 十 4 下 


| 人 Dayady 
| 3 呈 7 
综 上 ”= 125 5 一 1 
四 ~ 
1 


?7 5 了 420 
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< ) 作 代 换 严 一 上 记 
xx》 作 代 换 “1 十 由 一 沙 


4347. | 2 , 式 中 全 羽生 球 表面 ,p 为 枉 球 中 心 到 与 顶 球 表面 


的 元 素 < 相 切 的 平面 之 间 的 距离 - 
解 访 移 球面 方程 思 


1 到 - 
到 十 志 十 一 ]， 


则 曲面 上 生 的 


从 而 ,由 题 设 知 :2 一 VE 十 3 有 十 seosfgayryy 戌 中 叶 ， 


和 分别 表 示 点 (zyy*x) 处 的 法 矢量 各 天 径 , 即 


人 
下 之 
+ 
上 到 


而 法 线 与 Cz 轩 夹 攻 的 余弦 为 


问 一 


时 


1 三 
家 忆 二 三. 
页 十 页 十 训 
于 是 ， 
] 2 1 
， co 雪 十 十 去 
中空 ] 4 2 Lazedy 
5 了 吕 本 =| 
0 
如 疙 | 
一 ? [三 上 车 二 二 < ] 
。 人 
Eee， 一 [到 十 加 
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生 f recnsz8 rz2sin 扫 


1 
一 了 | 区 2 
| 可 A | 一天 人 十 站 
十 吉 一 站 CeredB 


-mtj[ 方 =| 二 区 
志 十 去 j|+2 二 jndr， :1 


一 一 mate 2 汉 ] 了 1 十 可 2 (1 一 了 
忆 人 本 号 


1 1] 到 3 1 
| 吉 十 让 | 上 + 总 0 一 和 ， 
生 丈 1 1 1 
一 3 ab 二 + 十 可 | 
# ) 作 广 六 极 学 标 变换 :xz 一 arcosbsy 一 Brsinl 


、 、 ” 主 
# # ) 利用 关系 式 : 一 -一 = 一 二 一 产 ， 
利 条 二 wT 一 天 w1T 一 于 
4348. zes,x 中 5 为 螺旋 面 工 二 weosuyy = zainusz 一 
和 
(< 怀 zi0<< 2 的 一 部 分 . 
解 由于 
国光 | 2 种 衬 引 了 
E | 全 | 十 | 于 | 十 | 呈 
一 Cos2b 十 sinsa 一 1， 
、 1 如 2 下 1 
G= | 实 十 Dr + | 关 
一 zzsinzm 十 Hzeosg 十 下 一 1 十 二， 
和 站 | 允 , 氏 | 卫 。 玫 
一 入 区 十 如 和 


一 一 &SImecOsz 十 AcCoszsinz 一 习 ， 


408 


艳 得 ww 一 一 睛 : 一 ww 十 2 于 是 ， 
jes 一 | adj v] 寺 arefp 


一 2| ww 十 at 
一 2( 和 IT 十 束 + 直 ne + Yo)]| 


= fa ww 十 时 十 Inte 十 vi 二 时) 
4349. es, 趟 Ts 为 圆 办 表面 的 -部 分 = reosgsina,y 一 


7Sin Siney 一 rcosaf0 sr Sai0 近 go 三 2r) 和 aa 为 常 
数 | "<“< 志 了 |. 
解 由于 
下 一 cos 护 sihzea 十 sin2i sinze 十 eossa 一 1 ， 
人 一 Coss Sinie 十 rsinzgpsinsa 一 rssinza， 
一 《eaos 色 sn 一 -7rSD 间 Sine) 十 Sin 旬 Sine 
"freossinay = 

故 得 ww 后 7 一 FE 一 rsina 本 是 ， 
zes 一 | 48| reosa 。7Sinadr 

中 日 外 
是 


Fecz ， . 2 
二 - COs 人 


4350. | en 十 和 十 xz)ads, 式 中 3 为 圆锥 曲面 = = 


v 本 十 蜡 被 曲面 袜 十 2 一 2azr 所 割 于 的 部 分 . 
解 ”由 于 


_ VY 了 ， 
又 曲面 8 在 人 ay 平 电 上 的 射影 咸 为 .十 呈 过 2 
:是 , 利 肝 极 汶 标 . 媳 得 


由 (7 了 十 Ar 十 
De 加 
本 | | Tag 二- 人 eos 加 开 Sin 和 Tt 
一 v 了 | ” _。 二 《2eCOs 的 COsg 


一 2 Cs 0 二 站 本 
4351. 证 溃 普 阿 某 公式 


人 rees -Re 


本 J 们 


一 28| Ca 十 央 十 各)ela 
戒 中 宝 是 球 王 十 影 十 科 一 工 的 表 而 ， 
证 ” 取 新 举 标 系 Caeeews 其 中 磺 点 不 灾 . 阅 面 sz 十 如 十 


全 一 站 邯 为 Coo 面 ,和 轴 王 在 于 该 而 , 则 人 
四 十 六 十 人 


本 人 一 号 


在 新 坐标 系 卜 ,会 式 左 哺 的 积分 可 与 
He 十 天 十 屏 39. 
显然 , 球 叫 S 的 方 走 为 
上 十 三 十 巡 =1 或 证 十 二 一 (sw 


和 人行 表 生成 做 数 趟 , 则 为 
410 


4352. 


玉 一 站 一 2Ecoso， 包 一 ww 一 和 sinmw， 
其 中 一 1 过 z 委 1，0 委 由 扫 2 从 而 
di3 一 vv 二 丈 dudu 


一 \/ 一 M2) -0dudo 一 dd 


于 是 ,最 后 得 
| rez 十 59y 十 cz) 一 je we 十 醒 十 cadS 
入 


一 | ao Go vv 到 二 不 二 避 )da 
自 -上 


一 2x| Fe wY 旺 十 本 十 cz 

求 扫 物 面 壳 
一 十 ( 十 3 (0 扫 = 扫 1) 

的 质量 ， 风 这 的 密度 按 规 律 = “而 变更 ， 

解 质量 为 

M= ous- | > vdray 


= 
到 由 (Cr 十 天 ) YIT 十 妇 下 dzdy 


十 区 多 和 


让 ww 
一 二 | 圳 六 ww 十 天 人 rr 


2 Jn 
= 丰 PvP 
-了 | 疡 vV 工 二 Fr 
一 开 [21 9 
一 瑟 [ 二 G 十 c 引 |， SCL 二 |， ] 
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_ 2zC 十 56w3) 


]15 
4353. 求 窗 度 为 mm 的 均匀 球 壳 
T 和 十 认 十 主 一 和 《六 的 


对 于 OOz 轴 的 转动 惯量 ， 
解 转动 民 量 为 
了 一 站 十 如 )podS 
一 库 《zz 十 姑 》 < dd 
区 一 
2 避 #3 
一 apu| < 中 汪汪 ar 


一 2xorp| sinzeal 一 人 zapu 
4354. 求 密 度 为 ez 的 均匀 锥 面 壳 


人 放 人 


一 040 和 zz 扫 及 


2 il 更 
对 于 直线 

也 了 一 志 

了 站 
的 转动 惯量 


解 设 人 (zyyz) 为 沟 色 惟 面 过 上 的 任 一 点 , 它 到 直线 


芝 了 一 电 


1 0 0 
的 上 距 离 为 
1a| = 
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?一 眉 一 中 一 睛 一 目 | _ 3 
几 医 2 了 | 0y 0 
0 0 1 1 0 


六 2 
1 二 入 


全 


证 [将 一 和 十 史 


这 
于 是 ， | 中 


-el 吉 [ 


2 一 引 
十 关 sin : 纪 ] 当 
一 < 二 ee 


eco 半生 + 让 + 于 
_ To(3a: 十 262) v 呈 十 杰 
12 
4355. 求 均 匀 的 曲面 
= 一 V 王 干 六 
被 曲面 z 十 2 = ax 所 割 下 部 分 的 重心 的 坐标 ， 
解 ”质量 为 
人 一 jus- V 2 疝 中 drdy 


了 十 全 <ar 
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= vol 
从 而 ,重心 的 坐标 为 
2 一 元 2 TY 


-2 一 
0 一 元 va az|- 一 一 0 
z0 一 起 ，V 2 本 
-es 
一 soswdy= 1 


即 重心 的 从 标 为 | 分 ,08 
x ) 作 变换 + 一 之 一 己 . 


356. 求 询 匀 曲 面 
之 一 YE 一 旭 一 多 (037 戈 1 人 了 十 y 实 0 
欧 重 心 的 仅 标 . 


业 ] 生 


改 _ 一 工 
尼 -一 
各 v 玫 二 
所 以 ， 
1 1 
ds3 一 人 1+ 宇 | 十 [站 ] zzay 
如 
=- -一 一 和 -一 rc 
本 四 2 一 姑 本 了 
外 对 称 性 知 ,重心 的 寞 党 标 与 织 圣 标 相 
2 | 人 
| 去 宕 二 ra 
0 JJ 一 工 证 和 
ss | 二 二 和 ddx 
出 于 
| -一 全 一-dxzdy 
由 vY 古 二 三 一 玉 
一 ! 天 一 末 二 | ”dy 


二 呈 
一 2 -天 | 
4 ww 1 
| 了 工 一 < dd 
由 中 ”一人 一 
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< 。 1 本 一 之 
一 4 且 上 CS1ITL A 二 地 GZ 
to| G 十 全 二 就 Jarcsinada 
加 aTCS]HH | 三 到 | 
党 只 | (1 十 22) vT 一 三 
+ ) 
1 下 2 1 
-| 1 | ve 二 站 
_ al 一 二 | 
一 
故 有 
mad3 1 一 1 
二 加 ww 2 2 
0 ao- 2 
ww 
闷 由 于 
es = 站 本 二 六 dydz 
3 
一 4a| (一 zaz 一 与 ， 


故 有 


1 aa 
2 
号 ” Au 


rn 


至 好 人 1 
即 重心 的 坐标 为 | 二 ,了 2 二 ,全 (Y 开 十 1 


* ) 由 定 积分 的 几何 意义 知 : 
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| wa 一 区 弘一 站/ 


如 中 有 
2 | 攻 2 cy 


本 


名 
* #) 利 用 1957 题 的 结果 . 
4357. 密度 为 P 的 均匀 和 截 锥 商 
工 二 Yensy， 4 一 rsinY， 一 0 < 9 二 2r)， 
0 <S 乓 0) 
以 笃 样 的 力 吸 引 质 量 为 柬 位 于 该 曲面 顶点 的 质点 ? 
解 显然 曲面 项 点 为 原点 00,0,07. 对 应 于 半径 > 处 
取 斜 高 为 必 的 锥 商 带 ,其 面积 为 
9 一 2rrds 一 2 2 mrdr. 
它 与 顶点 口 处 质量 为 问 的 质点 的 引 方 在 Oz 轴 和 Gy 轴 
上 的 射影 显 兄 为 徐 , 而 在 Oz 轴 上 的 射影 为 


Et， 2 YY 2 ApitrPr 台 
4Z 一 3 “ 
六 十 关 7 干 2 
__ 形 rect7 


于 是 ,截图 猴 面 吸引 质量 为 六 的 质点 (在 顶点 处 
的 引力 在 坐标 轴 上 的 射影 分 别 为 


大 一 吕 ， Y 一 0， 
repocrr 伙 
2 一 | Tec 一 przmipoln 人 


4358. 求 在 点 nzroyoyso) 的 密度 为 mm 的 均匀 球 壳 天 十 天 
十 姑 一 吐 的 位 , 即 :计算 积分 
.ss， 


式 中 
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”一 VCz 一 0 十 【yy 四 3 十 【xz 一 本 

解 记 六 一 02 十 3 十 20 由 对 称 性 知 ， 在 点 
1 CToy nygo) 的 位, 等 于 在 点 Dr 的 会， 由 余 避 
定理 知 ,球面 上 任 - :点 (zyyz) 到 点 AN 的 距离 


#- 一 /as 十 ro 一 2roacos 则 0 过 攻 雪 和)， 
而 球面 带 es = 2ruzsingaiy. 于 是 ,所 求 的 位 为 
好 一 | 一 2rozei| -一 一 Smap = =， 

内 【人 


人 COS 近 
令 择 一旦 十 ro 一 2oacos 久 网 


2actt 一 2roasjingd 如 ， 


了 即 
。 如 
Sing 一 六 
从 而 ,所 求 的 位 为 
上 一 2 Ca 
攻 1e -nl 
4rep， 当 m < 拉 2 
总 
CA 各 ， 当 r 人 >@， 
dm， 当 P 一 人 
也 即 


z 二 4rpumin 


和 | 
作 : 一 |， 
玫 0 


上 上 述 结果 表明 :车 Me 点 在 球 壳 内 , 则 位 是 个 常量 ; 若 a4: 

在 球 过 外 . 则 在 该 点 球 壳 的 位 等 于 将 球 壳 质量 集中 于 球 

心 的 位 ; 当 jz, 点 共 球 党 内 通过 球面 时 位 具有 连续 性 ， 
生 ]18 


从 而 当 网 。 点 在 球面 上 册 ,位 也 是 个 常量 ,上 且 等 于 球 内 任 
一 点 的 位 . 
4359、 计 算 
到 人 一 


式 中 
(了 之》 
1 开 3 2z2， 基 32 十 妇 -r22<1; 
口 ， 着 于 十 姑 十 喇 之 1 
作出 函数 xz 一 万 人 的 图 形 ， 
解 显然 ,平面 
工 十 3 十 一 士 了 
是 球面 .号 十 史 十 和 一 的 两 个 切 平面 ,于 是 ， 


下 Xed9， 


十 


一 和 一 42 一 2, 若 | 扫 w 3 ， 
Cr 一 
9 者 | 上 | 3. 
由 方程 组 
(人 3 十 之 一 扣 
得 十 妇 十 一 1 
得 猜 责 方程 


和 十 咕 十 让 一 全 十 3 有 一 1， 
或 
3 1 一 名 
区 十 十 和 一 区 十 芒 一 一 
沁 该 棋 圆 尔 成 的 区 域 为 如, 刚 
人 一 由 6 一 理 一 彤 一 甘 一 人 十 切 ]) 3dady 


站 


《1) 


一 v 了 |G 一 一 2 十 2 一 2z3 
首 
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十 207 十 4]Grdy。 
作 平 移 变 换 
了 一 工 十 二 2 一 3 十 了 
则 方程 上 1) 塞 为 
2 |， (2) 
记 相 应 的 区 域 为 人 2 ,而 殉 数 为 
了 一 一 加 一 20z2 十 y2 一 2z37 
于 是 ， 
一 一 三 _ 7 1 了 
FF() “了 | 5 一 2 二 和 


2 dzrrelyr ， 
再 作 旋 转变 换 
， 一 了 本 四 习 十 六 
WA 2 V 2 
则 方程 (2) 变 为 梢 圆 的 标准 方程 


证 


E 5 
1 且 四 
玫 二 六 性 四 
(3) 
记 相 应 的 区 域 为 ,而 盟 数 为 
7 一 1 一 (32 十 )， 
于 是 ， 
它 
玉 人 tt) 一 “了 jc 一 子 一 《3 十 22tcty 
后 , 作 广义 的 极 上 坐标 变换 , 即 


xz 一 一 于 Ai Easy 
对 
一 Af 一 瑟 rsingy 


则 有 
Po =|1 一 引 | -0 eg 
站 + 2 
= 和 时 。 一 杞 G 一 所) 
其 中 | 寺 刍 3 ,而 当 
下 好) 一 人 
考虑 函数 w 一 下 人 (一 ce 所 1 二 十 ooc) .我们 有 
洒 一 一 至 (G3 一 2 (< ww 3)， 
当 # = Y 3 时 必 的 左 导数 一 一 径 (3 一 如) 一 
YY 


0,zx 的 右 时 数 显然 为 零 (因为 :六 时 大 
= Y3 时 z“ 的 导数 存在 且 等 于 零 . 同 理 可 证 , 一 一 
V 3 时 , 心 的 导数 也 存在 且 等 于 零 , 于 是 , 曲线 x 一 
PCGz) 在 上 一 0 处 以 及 |t| 之 Y 3 的 各 : 处 切线 都 平行 
于 Cr 轴 . 又 # 一 0 处 达 极 大 值 x = 忆 , 且 为 最 大 值 
由 于 


好 2 2r 2 
一 了 《1 坟 )% 
所 以 当 上 一 土 1 时 为 搁 点 . 显然 ,图 形 关 于 CO 轴 是 对 称 


的 , 函数 2 = 六 4) 的 图 形 , 如 图 8, 69 所 示 ， 


和 21 


4360. 计算 积分 


FOOD = |‖ Aeroads， 
2 
式 中 
王 十 妈 若 zz 闵 vv 三 十 久 ) 
(zyyz)》 一 
0 车 >< w 十 好， 
解 由 球面 方程 巡 十 妇 十 对 一 幸 拓 
上 家 一 守 
t /人 一 入 
灾 一 多 
av 在 一 本 二 了 
要 它 辐 了 _ ] 纪 
JI 中 十 翅 | 在 一 《z 十 ) 
而 由 
十 咯 十 好 一 下 
和 一 2 十 计 
可 得 
2 
2 十 二 = 和 | ， 
于 是 ,积分 
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下 一 由 (EDe9 


5 
一 员 (zz 十 好 ) 
权 <[ -1 


于是, 最 后 得 
了 一 
FCD) = 站 8 一 ray 


8 一 5Ys 
一 一 


4361. 计算 积分 
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五 【并 是 ] 一 re,rpas 了 
各 


其 中 $ 是 蛮 球 
(一 zj 十 全 一 妨 ? 十 攻 一 下 一 台 ， 
上 则 假定 w 巡 十 和 兰 十 天 六 >0 
1 车 兰 十 六 十 庆生 人 
19 导 十 孚 十 名 六 好 
解 记 空 十 吓 圭一 壮 .旋转 青 标 轴 , 使 点 忆 (zy oz) 
位 于 Oy 轴 的 正方 向 上 的 点 Po(0,0,r) ,如 图 8.70 所 示 ， 


显然 , 当 0 生 上 委 
r 一 2 及 t 闻 十 4 时 ， 
轿 个 球面 上 的 点 清 足 


主 十 孕 十 姑 瘀 加 此 时 
re 一 0 从而， 
积分 

再 《3 


一 resr5as 
吕 


0， 当 rr 一 下 < 十 
鼠 时 , 财 下 《 元 3 和 坟 7 


= ss ， 

其 中 3 为 8 位 于 皇 十 孚 十 关 一 8 内 的 部 分 . 从 而 ,我 
们 有 

王 (z yz 一 | oj esinpae 


一 2rt2fl 一 cosoy 
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ef 一 下士 天 一 于 
2 
一 至 [os 一 人 一 站 吕 . 


计算 下 列 第 二 型 曲面 积分 ， 
4362. |zavar 十 36gzgz 十 zzrcy 式 中 且 为 球 和 十 妇 十 庆 


一 的 外 表面 ， 
解 根据 花 换 对 称 ,只 要 计算 | =zzdy 注意 到 上 半球 


面 z= 一 vY 生 一 好 一 巡 应 了 到 上 便 , 下 半球 面 z 
一 vY 人 一 于 一 入 放 取 下 出, 则 有 
ae 一 中 一 et 


1 本 
一 站 (一 we@ 一 程 一 旭 )ddzdy 
二 


一 于 本 一 一 dd 


2 十 和 外 
2 站 

一 引 圳 7 Ye 一 rz 一 壮 raz 
瑟 刁 
于 是 ,积分 


aevez 十 ydxzeddz 十 xdreddy 一 3， mas 一 4mra:. 
3 


4363. [Atapayae + gC?dzde + Madzdy, 趟 中 Fa)， 
总 
&(y) ,As) 为 连续 莉 数 ,3 为 平行 六 面体 0 < z < ai0 
< yy<80<z<c 的 外 表面 . 


解 ”只 要 计 算 任 何 一 个 积分 ,其 它 两 个 可 类 似 地 写 出 
生 25 


结果 . 例如 ,下 面 计算 | Ac=)dzdy 由 于 六 面体 有 四 个 
和 面 午 袁 千 COxzy 平面 , 故 面积 分 应 为 零 . 从 而 
jew- 站 页 CC) 人 一 站 下 攻 站 Je 


站 ss 二 和 和 二 机 二 划 
11 六 Je 0 


,下 Ke) 一 不 0 


上 


-一 de 
类 似 地 ,可 得 到 中 Fgzydazas 及 | sc)dzas 的 值 . 于 
达 相 


是 ,所 求 的 积分 为 
| repasaz 十 gCydxrez 十 PCeydrdy 
羡 


[2 一 -CO0) ， 呈 地 ) 一 800) 
公 已 


十 由 (CC 二 2] 


让 


4364， je _ sdds 十 人 radardz 十 位 一 dzdy; 式 中 


S 为 圆锥 曲面 和 十 并 一 妈 人 和 = 雪上 的 外 表面 . 
解 方法 一 : 

记 $ .3S: 分 别 为 锥 面 的 底面 和 侧面 ,而 coseccs 有 、 
cosy 为 狼 面 外 法 线 的 方向 余弦 ,一 方面 ,我 们 有 


ce 一 zidz 十 人 一 Taede 十 (OGAdY 


一 | ( 工 一 yd 


1 证 二 且 
了 下 

一 | ay Fr2fcos 久 一 SI)Gdtr 
必 四 


业 26 


月 Er 
一 本 (cos 一 sinbjadp 一 0. 
帮 


嚼 一 方面 ,在 侧面 罗 ? 上 ,对 于 任 一 点 【人 了 y 志 ) ,有 


cosa pos 月 cosy 
< 刁 和 


从 而 ,zs 在 各 坐标 面 上 的 射影 分 别 为 
cosyezo 一 一 芭 c:， 


Coseaczg 一 一 冯 cosydS 一 三 一 LT， 


cospeS 一 衬 cosycdlS 一 立 daer 


了 袜 是 ， 
ee 一 zj) 一 (一 和 edE 十 【一 全 王 归 yy 
了 


一 je 一 Seosa 十 (z 一 了 )eos 月 十 (Cr 一 cos 站 ES 


一 [ 苦 (y 一 四 十 和 (一 2 一 (一 yd 
之 之 
达 二 3 
一 一 了 (z 一 30dzEy 一 
二 


综 上 所 述 ,我 们 得 
| 一 zad3dz 十 1z 一 2GTQg 十 (一 了 Er 


-|+|=。 
方法 二 ， 
记 曲 面 8 在 各 坐标 面 的 射影 域 分 别 为 SS，* 和 


号 :z， 于 是 ， 
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ce - setz 十 {z 一 2 十 (rr 一 Gdzedy 


贞 


一 | 一 = _ 
中 了 一 jcyeaz 十 | 4 
十 [ce ydzdy 
一 (y 一 zydoydz 一 je 一 z)dyads | 
十 册 " 一 六 Greg 一 由 一 xdxzdz ] 


He 一 ?dxzey 一 Je 一 y)dzrdy |] 


总 


工 W rp 


一 0+0+D 一 0. 
4365. 2 十 < 二 Se , 式 中 3 为 本 球 十 牙 十 码 
一 1 的 外 表面 . 
解 。 根据 转换 对 称 , 只 要 计算 一 个 积分 . 例如 ,计算 


‖ 宝 ” 利用 广义 极 坐 标 , 即 得 


‖ 学 dz 由 】 czdly 
3 8 


可 + 号 < 人 1 一 去 一 克 
一 由 一 CC 
SeM1 一 到 一 区 
一 2 由 -一 一 zoly 
AI 一 一 交 
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于 是 ,我 们 有 
中 2 十 dzdz ， drdy 


十 
和 爷 


『 


人 是 


EC 
| 


全 
< 十 经 十 


一 条 | 


一 人 Cat 十 ear2 十 C28)， 
放 306， ravae 十 drexz -zadxzdy 式 中 汪 为 球 壳 
提 


(一 4 十 (9 一斑 十 (一 5 宕 一 及 
的 外 表面 . 
解 ”很 据 邯 换 对 称 , 只 要 计算 ||=*azzd， 
注意 到 

# 一 < 一 十 v 本 一 (一 Ga 天 一 (一 及 5 
并 利用 极 坐 标 , 即 得 


jaroy 一 
衬 《一 @2 十 (fy 一 井上 


[cr 十 Y 有 一 (一 2 有 一 (一 乓 287y 


人 一 0 《一 要 2< 可 
[ee 村 《 工 一 而) 17 一 瑟 ) 攻 了 
一 45 


《一 本 二 fy 一 助 2 有 


wy 一 由 )2dTGt yy 
关 4 zj ww 站 一 到 retr 
站 同 
一 Ra 3 让 | 一 8 Ra 
一 gxc[ 了 (下 让 | 一 3xRic. 
于 是 ,我 们 有 
zeve 十 edxzcgz 十 sadxzdy 


了 


一 RaCa 十 厂 十 ec 


8 15. 斯 托 克 斯 公式 


若 中 一 中 (zy 和 一 外 (zs); 明 一 虹 (zyyz) 为 连续 可 微分 
的 项 数 ,为 包围 过 片 汉 凋 的 有 界 亩 曲面 3 的 简单 封 故 尿 民 光 调 的 肯 
线 , 则 有 斯 托 克 斯 会 式 ， 

中 Paz 十 Qdy + Ra 

CQSg COSs 月 ReOsYY 
-人 六 这 辣 
， 包 灵 
式 中 cosevcosB,eosy 为 曲面 s 的 法 线 的 方向 余 足 ,此 活 线 的 方向 是 这 


桩 的 , 围 线 妆 环绕 着 它 依 反 时 针 方 向 (对 于 右 旋 坐标 系 ) 而 回转 。 
4367. 应 用 斯 托 克 斯 公式 ,计算 曲线 积分 
中 >ar 十 zxdgy 十 -ez， 
式 跟 为 国 周 娠 十 开 十 中 二 2 十 十 z 一 0 若 失 
COzr 畏 的 正 向 看 去 ,这 圆周 是 依 反 时 针 方 向 进行 的 . 
用 直接 计算 法 检验 结果 ， 


生 30 


解 ”平和 让 字 十 ?十 z 一 0 的 法 线 的 方向 余弦 为 


cost 一 os 月 一 cosy 一 1 _， 
w 3 
于 旦 ， 
中 ET 十 xdy 十 dz 
局 
COSa Cos 和 闪 ecsyY 
可 中 可 - 
一 ] 区 鸭 址 | 轨 
| 芝 工 


一 一 | cosa 十 cos 有 十 cosy cs 
党 


一 -met2(eosa 十 cogs 月 十 cosy) 一 一 3 ae2， 
下 面 用 直接 计算 法 检验 结果 . 由 方程 
2 二 十 2 二 十 和 一 0 
消去 z, 即 得 曲线 C 在 Cry 平面 上 的 射影 
开 十 入 十 y 一 和 


广 ， 
作 旋 转变 换 
了 一 工 - 二 ， 一 开 十 >， 
Y 2 ww 
出 方程 化 为 
372 十 一 人 2 
因而 ,曲线 C 的 参数 方程 可 取 为 
aq _| SoSL sintj 
-六 | 刘 ， 
2 | .cos 十 sin 
= 吝 | 次 + 串 ]， 
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人 忆 ] 
DOSE < 二 


于 是 ,曲线 积分 为 
中 >ar 十 xdly 十 cf 


和 | CS 。 SITE 
一 一 - 一 十 sinz 十 CogsE 
五 人 号 妇 
2 | Sitt ] 
一 -一 cosl| 一 一 一 十 os 
w 3 Y 3 
2 ， | cost 。 
十 一 -一 si 一 Stnt ja 
AAA ww 3 
他 2 2 _ 加 
了 - 训 ja 
一 本 (一 Y373 一 一 37rat， 


可 更 ,两 种 计算 法 结果 
4368. 计算 积分 
| ce zldz 填 (一 wz 十 ( 呈 一 xy)az， 
此 积分 是 从 点 4(a,0,0) 至 点 吾 (a,0,R) 沿 着 螺 线 
隐 一 acos 提 3 一 istay， z 一 冯 9 


上 所 取 的 . 
解 ”连接 44, 召 两 点 得 线段 48, 它 与 4 有 组 成 封闭 曲 


线 并 依 正 向 进行 , 赔 由 斯 托 克 斯 公式 知 ， 
中 《22 一 38Dr 十 (一 2 十 (一 了 yd 


一 | ozvar 十 0gxzae 十 Dadxzdy 一 了 
与 


生 32 


于 是 ， 
| 本 一 42)ET 十 (一 28JGy 十 【za 一 9)cdtz 


一 | 一 32 人 rr 十 【有 一 SGy 十 《2 一 了 YE 


丰 下 3 
一 3 一 -一 
| az 了 
半 )》 在 线段 4 尼 上 , 一 ay 一 er 一 吧 y 一 0 ,而 0 所. 


Z < 扫 由 
4369. 设 己 为 位 于 平面 zcose 十 ycos8 十 zcos7y 一 疡 一 OfCeosa， 
cosB,cosy 为 平面 之 法 线 的 方向 余弦 上 并 包 圈 面积 为 
3 的 封闭 图 线 , 求 
Er ty 可 > 
中 cosa cos 有 cosy| ， 


工 阁 儿 
其 中 国 线 C 是 依 正 方向 进行 的 . 
解 。 兰 记 
一 co cos 一 zcC0s 月 一 ?COS7， 
多 在 


PoOsy ecosaG| 
一 CDSyY 一 2COS 让 


各 芝 | 
慌 一 cs os 一 9eosa 一 -ie0s 月 ， 
工 日 
则 得 
rr ty ce 
中 eosa cos 有 cosy| 一 中 Paz 十 名 do 十 玉 dz 
工 风 世 
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COse 《os 有 cosy 


了 名 有 


一 ?|coss 十 ecos? 癌 十 ecs2yyes 一 ?|ss 一 23. 
应 用 斯 托 克 斯 公式 ,计算 积 

4370. 中 十 adz 十 (十 zady 十 (十 ydz, 式 中 为 依 
参数 上 增 大 的 方向 通过 的 精 图 工 一 esint,y 一 2asint 。 


OSI 一 CCDSETD ss- 2 ， 


解 中 十 zjdz 十 (zz 十 z)dy 十 (rz 十 yes 
一 | oaraz 十 0axzrctz 十 aazxzy 一 0. 


4371. 中 必 一 zadiz 十 人 z 一 Tc 十 他 一 cz: 式 中 心 为 椭 


z 2 
图 关 十 多 二 和 二 十 古 


1(a 0 天 0) 苦 从 Or 轴 
正人 向 看 去 ,此 椭圆 是 依 反 时 针 上 方向 进行 的 ， 


4434 


解 ” 燃 较 如 图 8. 71 所 示 . 把 平面 二 十 元 二 1 上 C 所 包 
围 的 区 域 记 为 3, 则 3 的 法 线 方向 为 优 ,0,a}. 注意 到 3 
的 法 线 方向 和 曲线 C 的 方向 是 正 向 联系 的 , 即 得 


中 [yy 一 YY 十 (一 江 Y 十 (一 GZ 


一 一 ?ez 十 czregz 十 catdy 
和 


一 一 2(cost 一 os 有 十 cos7) | es 


有 
一 站 70+ | 
ra v 三 二 不 
一 一 2rafa 十 下)， 
4372. 站 十 z9dz 十 (2 十 sdy 十 ( 卫 十 3)dz, 臣 中 
是 曲线 zz 十 这 十 邓 一 2RzE 十 虹 一 2rz(0< rr 所 尺 ， 
z > 0), 此 曲线 是 如 下 进行 的 :由 它 所 包围 在 妹 z 十 % 
十 圭 = 2Rr 外 表面 上 的 最 小 区 域 保持 在 左 方 . 
解 注意 到 蒜 本 的 法 各 站 全 站 全 玫 人 


肥 COs 甩 一 交 守 ,ebay 一 莹 ， 


人 
性 局 有 玫 十 一 
贤 得 
中 (2 十 sdr 十 (人 十 ady 十 ( 寻 十 天 Jete 
站 


玉 


一 :|co 一 zeosa 十 (2 一 JecosP 


十 (一 cos 四 is 
一 :|[e 一 az 去 一 中 + (= 一 2) 次 
相 


二 他 一 史 南 ]aS 
一 ?中 ce 一 ?了 )c3， 
曾 


由 于 曲面 3 关于 Ory 平 亩 对 称 , 故 || >as 一 0. 


习 
蕊 2 一 | ReosydSs 一 及 。rra， 


富 


于 是 ， 
中 十 zc 下 《2 十 定 :dy 上 人 tr 上 dg 
一 2rRRr:. 
4373. 中 必 r 一 Cr 十 《1 一 Tc 十 (zs 一 Je 式 中 心 


为 用 平面 z 十 y 十 = 一 4 切 立方 体 0<z<a:0<y 
< 一 a,0<<z<a 的 表面 所 得 的 切 痕 . 若 从 Or 轴 的 正 向 看 
去 ,是 依 反 时 针 前进 的 方向 的 . 

解 ”平面 z 十 》 十 * = 六 4 会 于 立方 体内 的 部 分 记 为 
5 , 它 在 Ory 平面 上 的 射影 域 记 为 9 其 面积 显然 等 于 
、ez. 当 平面 z 十 ?十 z 一 a 取 上 侧 时 ,法 线 方向 的 音 


1 
位 舌 量 为 | -三 ,三 ，- 志 .于 是 ,由 斯 拭 克基 公式 和 


中 《3 一 Zair 十 (22 一 0 十 《7 一 edx 


1 
一 - [一 23 一 一 
-上 外 ?一 2 -万 二 (全 2 一 2 - 广 
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十 【一 2rz 一 29 一 一 | 
亏 ] 


1 
一 一 和 4 性 十 了 十 罗 
| 


3 
一 sz daS 一 ba | ara 
3 吕 证 可 划 


了 


2 


4374、 中 yesdz 十 zzeady 十 zzyrdz, 式 中 为 依 参数 : 增 大 的 
方 负 进 行 的 耕 闭 曲线 过 一 aeostyy 一 acos2tiz 一 aces34. 
解 取 3 为 由 参数 方程 


开 一 COSf 4 一 2WDS 半 人 一 于 COS3E 
(0 妇 # 扫 6a0 上 2) 
表示 的 曲面 , 则 所 给 曲线 C 为 曲面 $ 的 边界 ， 
于 是 ,根据 斯 托 克 斯 公式 ,有 
中 zar 十 zz 十 22 
一 2|=o 一 z)Cyezz 十 32 一式 )GztzT 
本 


十 蛙 人 一 Grey 
一 士 ?| [petcos3(zcos2t 一 cos36 
《yo 2i 一 ze) 十 acoss2tfzcos3 一 pcOSE) 
KR 一 十 cosz3ffReDsE 一 CDS2E) 
3 
一 士 下 wide| CeoszCeos2: 一 cDs3t》 


(2sin2lcos3i 一 3cos2isin3t) 十 cose2l(cos3t 一 Costy) 
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*。【〔3sin3tcost 一 Sinticos3r) 十 Cos23tKeost 一 CGS2t》 


*【《slinfcoszr 一 28In2tcost 》]e 


一 十 冯 o| [eeosefcost 一 CDS3E)JTZSIT2ICOS3E 


一 3cos2itsin3t) 十 cosz2tKros3i 一 CO8t》 
【3Sin3fcost 一 Sintcos3) 十 cos23EeOsE 一 “DSS2t) 
《Sinticos2t 一 2sin2tcost) Tt 一口， 

上 式 中 正 负 号 应 这 样 选取 ,使 得 3 的 侧 正 好 配合 C 的 方 
向 ( 增 大 的 方向 ) ,积分 | ”可 以 换 为 | ， 是 因为 被 积 


数 ( 的 函数 ) 是 周期 为 2r 的 函数 ,而 | ， 等于零 是 因为 
被 积 范 数 为 奇 函 数 ， 
注 ,本 题 若 不 用 斯 托 克 斯 公式 ,而 直 搁 计 算 线 积 分 ， 
则 较为 简单 
中 erzx 十 .22 十 区 92 人 
一 一 | arcos2ieosz3tsint 十 2cosztcosz3tsjn2t 
十 3cosstcosz2fsin3tyEt 
一 一 上 asfeosz2tcoss3tsint 十 2costtcos:3tsin2t 
于 3gos3tceogs228SIm SF 


一 
们 可 换 为 | 及 | = 。 的 理由 同上 ， 


4375. 有 郑 数 


Wdriyia 一 大 人 sse 一 常数 )， 
六 


其 中 3 为 由 围 线 C 所 蛋 的 面积 尖 为 则 面 8 的 法 线 ,为 


连接 空间 的 点 好 (rz) 与 邮 面 上 上 的 动 点 4407 
所 成 之 矢 径 ,证 明 此 函数 为 通过 围 线 C 的 电流 宇 所 产生 
磁场 吾 的 位 势 (参阅 4340 题 ) 。 

证 “利用 4340 题 指出 的 定律 ， 并 注意 到 


二 一 2 二 六 十 去 [二 上坟 斑 | 六， 
其 中 了 一 会 一 了 让 十 C 一 3 十 尼 一 = 状 , 即 得 
尹 二 如 中 到 上 
-4 <- 让 4 
站 
+| 条 芷 一 到 宇 < 
和 用 斯 失 克 斯 公式 ,并 注意 到 
| 
六 | 7 了 (六 
ar 基 Dy 动 ” 
iz| ?| 
z 功 
及 本 二 一 0, 从 而 
项 让 + 者 
z 人 3 池 | 工 | 一 玫 1 
By21 > 怠 引 1 了 ez 了 
好 得 
5 


] 

到 由 | 起 号 | 庆 

三 9 

1 

二 让 -地 
臣 反 
】 1 】 
， 吕 可 一 可 一 . 司 - 

= 已 也 有 |， [二 | [二 ， 好 9 

4 妇 人 过 主 二 入 了 十 此 
= 丘 辽 并 7S 一 忆 | sasCm2as 

如 


间 理 ， 
日 es 人 
一 怖 | 汪 dS ， 
四 cos(, 光 ) 
到 . 一生 和 9 
于 是 ,最 后 得 
豆 =- 2 十 力 了 了 二 
即 函 数 环 (zyyyz) 是 融 声 也 的 位 妇 


$ 16. 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 基 公 式 


若 吕 为 包含 体 积 入 的 受 片 光 渍 曲面 ,五 一 己 ( 这 + 全 一 总 (3 
z), 灵 一 玉 (z,yvz) 和 它们 的 一 阶 偏 导 函 青 均 为 域 了 十 3 内 的 连续 函 教 ， 
则 届 斯 竺 洛 格 拉 估 斯 大 公式 真确 ， 

eeose ecose 二 Reoszy)as 一 恨 毕 十 站 十 至 rect 


式 中 cosacospeosy 为 曲面 3 的 外 法 线 的 方向 余弦 ， 
诬 用 磺 斯 特 洛 格拉 德 斯 基 会 式 以 变换 下 列 曲面 积分 , 设 光 请 的 曲 
二 4 


面包 围 着 有 蜡 的 体积 了 ,cosavcoshscosy 为 曲面 3 的 外 法 线 的 方向 余 
纺 . 


4 376. |raoar 十 dzgdz 十 Erady。 
各 
解 由 于 已 = 到 入 一 妈 恨 二 中 从 而 
元 十 二 二 二 一 3 十 虹 十 好 )， 
于 是 ， 
rz 3z 十 Yazde 十 Fardy 


必 


一 下 ec 十 姑 十 加]drdoeze. 
克 


攻 377. zarav 十 xzetzetz 十 2dTGz。 
呈 


解 由 于 


了 PP ， 约 ， 政 
元 十 第 十 天 


一 避 ， 
故 得 
二 3 十 TEL 十 YU 


一 明 oeraraz 一 0 
了 


Jeosa 十 ycos 记 十 2Co87 15 
4378 | 二 生 光 和 寺 《 
解 ”出 于 
了 = 一 一 二 一 一 ，@= 这 ， 
VE 十 六 十 好 wz 二 十 中 


R 2 
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如 | 办 | 站 - 2 
对 和 灰 ww 本 二 六 十 三 
天 是 ， 


Tc9SQ& 十 yeos 甩 十 zcosY 


一 红 


Ceet ycE 2 
4379. 由 党 一 ost 十 :- 池 cosp 十 ee osy 9 
解 由 于 
站 十 台 + 可 = 站 + 忠 十 胰 = 4 
故 得 
中 守 cosa 十 Xeosp 十 cos? CS 
一 下 Juazarez 
四 
名 驰 | 刀 2 
4380. 中 (和 一 人 cose 二 [时 一 可 jsosp 
aa 及 
十 去 一 太 ]sosy]as 
解 记 
” 一 下 一 综 + 一 氏 一 下 
刁 人 By 如 ” 名 四 鱼 加 
,_ 现 _， 妈 
及 ”一 到 一 区 ， 
则 吻 知 


0 gu" 了 ” 
十 为 


于 是 , 原 面 积分 等 于 零 ， 
4381. 证 明 : 若 3 为 封闭 的 简单 曲面 而 ;为 任何 的 回 定 方向 , 则 
soscipas 一 
趟 中 也 为 曲面 $ 的 外 法 线 ， 
证 ”因为 


cos( 吕 站 一 cosacos 人 zz) 一 cos Beos (7) 十 


cosycaos( 全 
其 中 cosa,cosp,cosy 为 地 的 方向 余 孩 , 故 有 
esGipas 一 esc,oana 


六 加 


十 cos 人 ,ydaatz 十 cos(zz)ardy， 
由 于 为 固定 方向 ,从 而 cos Ci,z),cos 他 隐 册 ,cos(,z) 
均 为 常数 .于 是 ， 


ssG.pas 一 IE 
号 人 


文 os 人 Hos 人,z) 
十 一 二 janayaz 


一 ozzesaz 一 0， 


4382. 证 明 :; 由 曲面 5$ 所 包围 的 体积 等 于 
站 一 地 下 czeosa 十 ycos 有 十 xcosyDeczs ， 


号 
式 中 cosaycosB,eosy 为 曲面 S 的 外 法 线 的 方向 余弦 . 
证 ”由 揣 氏 公式 ,有 
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eeeoss 十 weos 月 十 zcosYyecdS 
下 


一 zavac 十 3Eziltz 十 dzEY 
号 


ar 3 订 
一 员 去 十 十 亦 |2zdoyda 
一 和 jsezesaz 一 3V ， 
由 此 可 知 
7 一 了 | ceoes 十 3cos 有 十 时 csy 7309. 
证 毕 ， 
4383. 证 明 , 由 平滑 的 圆 惟 明 面 局 (zys)》 一 0 和 平面 4z 十 
吾 ? 十 Cx 十 五 =0 所 包围 的 锥 体 体积 等 于 
一 半 S 忆 ， 
式 中 上 为 位 于 已 知 平面 土 的 锥 底 之 面积 ,五 为 锥 的 高 . 
证 方法 一 : 
不 失 一 般 性 , 设 坐 标 原 点 位 于 圆锥 曲面 下 (zy，z) 


一 0 的 顶点 .于 是 下 (7yyZD) 是 工 ,y 世 的 二 次 齐 次 函 
数 . 站 入 生生 


机 《1) 
由 4382 题 的 结果 
一 荆 二 
一 也 Te -CO0s 昌 十 scosyeds 


SS 
一 二 | ceeose 士 ycos 有 十 seosy]eG5 
避 


4 生 


十 卫 || ceoss 十 yeos 月 十 =cosy7eS ， 
3 


《2) 
其 中 5 为 惟 底 5 位 于 平面 4z 十 By 十 Cz 十 五 二 0 上 )， 
而 5: 是 团 锥 的 侧面 . 在 锥 面 $S,( 即 忆 Czryyys) 一 0) 上 ， 
有 
严 - 
士气 再 十 百 2 十 百 2 
吾 ， 


士 WYR2 十 本 十 杰 
也 


CDSC 一 


cos 有 一 


MOSY 一 ， 
士气 开 十 下 十 本 
于 是 ,注意 到 61) 式 , 即 知 在 8, 上 寺 有 
deose 十 cos 月 十 xcOsY 
和 下 十 四， 十 zx 杰 。 


十 VR2 十 本 十 丁 


_ (yy 一 0， 


士气 下 十 下 十 下 呈 


从 而 
jeeor 十 ycos 有 十 zcosy)ed 一 0. 《37 
外 


叉 在 平面 ar 十 呈 y? 十 Cz 十 卫 王 0 上 ,有 
zcose 十 ycos 有 十 secosy 一 了 ,天 一 五， 
其 中 7 一 巡 十 好 十 天 是 从 原点 (0,0,0) 到 点 ( 王 ;3yz) 
的 矢 径 ,= 为 平面 ( 锥 弃 ) 的 外 法 线 单 位 向 量 , 五 为 从 原 
点 到 平面 的 距离 ( 即 锥 的 高 》 于 是 ， 
4 


中 {YCos& 一 COS 月 十 xcosyD3dS 
二 
= 互 ]ss =- 6 
1 


由 此 ,再 注意 到 (2) 式 与 (3) 式 , 即 得 Y 一 六 S 厂 . 
方法 二 ， 

下 坐标 系 DOz' yz' ,使 图 锥 的 顶点 在 坐标 原点 ， 
Orz'y' 平面 平行 竺 罚 稚 的 底面 ,由 于 在 > 处 的 圆锥 的 


截面 面积 
SIz) 一 
故 所 求 的 体积 为 
T 一 | (ze 
呈 司 ，， 1 
一 ， 球 2 ae 一 33 寻 


委 84. 求 由 曲面 :z 一 土 < 及 
并 一 GCCOSECDSL 十 Bsingslnu 
儿 一 CCCOSSInU 一 iceosu 
和 一 esint 
所 界 物体 的 体积 . 
解 方法 一 ， 
我 们 有 
入 十 蜡 一 Gecoss 十 六 sin'a， 《12 
以 = 一 esint 代 人 得 
十 男士 旦 二 们 一 (2) 
故 所 界 物体 由 平面 = 一 cz 一 一 < 及 曲面 (27 园 成 ， 利 用 
4 和 人 


4382 题 的 结果 , 即 知 所 求 的 体积 为 


T 一 瑟 吕 (zepsa 十 ycos 如 


与 3 


十 zcOsy) 芭 9 ， 〔3) 
其 中 心 ,9 分 别 是 平面 > 一 cz 一 一 上 上 的 部 分 (此 时 = 
一 工 , 一 一 到 ,从而 性 十 妈 一 多 枚 3 8, 为 辆 盘 
十 如 所有 下 93; 表 曲 面 (2)》 的 部 分 ,cosaycos 有 peosy 成 外 
法 线 的 方向 余弦 . 显然 ,在 .9 上 ,cose = 一 cos 朋 三 05cosy 


= 全 于 是 ， 


eesa 十 Sns 月 十 seccsy)yed9 一 站 T45S 
起 


一 【1xEz. 

同 理 可 得 
|eeesa 十 %cos 有 十 zcosy)c 朱 一 je| 友 : 
3 

此 外 


| Geos 十 ycos 间 十 zcos7 cs 


] 


一 ee 十 Erzdz 十 Zidy 


3 


了 王 
一 十 | 4 Ceeosxcosu 十 asinatsintoy 
4 _ 
旺 
(oogs 一 和 2 
一 《acosgsinu 一 加 inacost (era 一 2oXa》 


-esinacgzt 一 和 
芝 生 7 


2 二 
一 土 | 4 ， eastcostza 一 士 trcaz ， 4) 


其 中 的 正 负 导 应 永 这 样 选 取 ， 使 对 应 于 35; 的 外 侧 , 下 面 确 
证 此 正 负 号 . 由 人 妇 ),, 的 方程 可 写 为 珀 (zz) 一 于， 
其 中 下 (zsye) 一 2 十 丸 十 代 访 全 是 二 次 齐 次 组 
数 .于 是 ,在 8 上 ,有 


已 : 
士 WwW 五 十 三 # 十 五 
达 ， 
士 YEF2 十 百 : 十 研 
所 ， 
士 WE 十 天 十 2 
其 中 正 号 对 应 于 8 的 一 侧 , 负 号 对 应 于 5: 的 另 一 侧 . 于 
是 ,根据 齐 次 数 的 元 拉 定 理 , 在 3:( 外 个 ) 上 有 
ce0s4 十 JCOS 月 十 2sCOsY 
YEBz 十 3Ey 十 2 
士 WE 十 五 十 五 
彼  . 
士 WF2 十 百 : 十 天 
士 W 天 十 再 十 三 : 
但 在 8: 与 Ory 平面 的 交 线 ( 即 衬 十 妈 一 4 一 0) 的 


各 点 上 ,对 3s 的 外 侧 ,显然 有 (注意 到 曲面 (2) 关于 Oxy 
坐标 平面 对 称 ) 


TCDsa 十 ycos 及 十 zcosy 一 了 > 0， 


了 站 和 并 一 


cos 和 所 一 


eDSs 上 一 


《5 


448 


《这 是 因为 此 时 向 径 > = 和 十 好 十 妇 与 外 法 线 单位 向 
量 守 的 方向 一 致 ) ,由 此 可 知 ,在 (5) 式 中 应 取 正 号 ,于 是 


ceess 十 Cos 月 十 scosYDc9 
可 


和 


地 9 2 0. 


__ 中 2a3 
， WO 十 3 上 下 
从 而 ,由 4) 式 知 
ceoss 十 ycos 月 十 scaos7DeS 一 4r|c1a2， 


3 
综 上 所 述 ,最 后 得 (注意 (37 式 ) 
7 一 - (kzlel@ 十 jclzgz 十 czB) 


人 
=-= 本 (2 十 )|e|. 


方法 二 : 

不 用 面积 分 求 体积 的 公式 (3) ,而 直接 计算 体积 较 
为 简单. 由 (1) 式 知 , 平 面 z= 常数 ( 即 x= 常数 ) 与 曲面 
(2) 的 截面 SCz) 是 图, 故 所 求 的 体积 为 


Y 一 二 如 eze 一 | (zs 


号 


一 | (asco8et 十 zsinzu)|cledcsinay7 
本 


一 |c|r [ea 十 (本 一 他 Jsinza]edfsinz) 
一 豆 
一 xlel[2ar 十 二 (2 一 <)] 


和 
一 本 (ce 十 厅 ) [ce 
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4385. 


生 50 


求 宙 负面 
一 MDSb yy 一 WSIUS 一 一 其 十 COS 人 0) 
及 平面 > = D,= = 0(a > 0) 所 界 物体 的 体积 ， 
解 方法 一 : 

用 5 表 物 体 表 面 位 于 平面 = 一 0 上 的 那 一 部 分 ,S， 
为 物体 表面 由 所 给 参数 方程 给 出 的 曲面 上 那 一 部 分 ,此 
外 , 物 体 表面 在 平面 一 0 上 的 那 部 分 显然 是 一 线段 了 
一 0 一 0,0 委 > 到 4 于 是 ,利用 4382 题 的 结果 , 即 知 


所 求 体 积 为 
TY 一 于 中 (rceose 十 yc0s 有 十 zcosz Gd ， 《12 
31 Sa 
其 中 cosacosp,eosy 是 向 外 法 线 的 方向 余弦 . 显然 ,在 
| 上 ,ecosa 一 0scos 有 一 Dicosy 一 一 1z 一 0 故 
| ceose 十 ycos 有 十 xcosyd3s 一 由. (2》 
另外 ,我 们 有 


| ceosx 十 yecosP 十 scosy 0 
] 


一 || raydz 十 Ex 十 RE 


人 
一 土 eesvey 1 
瑟 
十 HSinogz rr 一 To) 


十 【一 下 十 cosbyfr sy 一 je 


一 士 | [eeosocueoso 一 &sintD) 
卫 


十 Sinofeastinucosr 十 sin》 
十 【一 芒 十 Genpso 于 jeretp 


LU9U 


二 


一 二 后 | 半 atcosi cu 一 士 ea 一 Snm2pDECSinbo 
过 和 


屿 


其 中 的 正 负 号 席 这 梯 逸 取 .使 对 应 于 Si: 的 外 侧 , 忆 为 
2 的 变化 区 域 ( 对 应 于 3). 由 此 ,再 注意 到 (1) 式 与 2) 


式 , 即 得 Y 一 土 二 a:. 但 体积 恒 为 正 (Y > 0) 故 必 有 了 
3 
方法 二 : 

本 题 若 不 利用 面积 分 计算 体积 的 公式 (1), 冰 直接 
计算 体积 , 则 较为 简单 (下 面 2 表 物体 在 Ory 平面 上 的 
投影 )， 

T 一 jarar 一 | 玉 十 GeoOSsb) 


站 


.| DCesy) 


万 人 oo 寻 


一 =- 下 十 mcosbEEatetu 


避 


下 


二 上 | 一 素 十 ecosya2ci 
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一 aa 一 Simazlmezrsinoy 一 总 
4386. 证 明 从 了 
三 
纯 { 由 esyvspDdxdodzj 


| 十 < 到 

一 中 Fo2sEcddS 

< 十 史 十 副 如 

十 | 下 dadsydzt > 0)， 

如 十 曲 十 ss 经 
证 ”证 法 一 
作 变 量 代 换 字 一 姑 ,y 一 起 一 细 仁 >0 固 定 ), 则 

《利用 复 氏 公式 》 


史 1 吕 zsyvrpdadydz|] 


十 ， 2 


| 由 BCiu tosiaspyadudoadaj 


和 2] 吧 二 二 人 | 


生僻 黎 + 整 + 去 


开 
二 


如 十 只 寺内 立 ] 
十 2 十 3t2 丰 dududa 
17a .er 已 
国人 
本 


十 避 Ce] jauadoa 


让 


十 和 基 于 dudoda 


2 二 只 二 az 二 1 
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吕 如 
-二 由 人 包 ca+ 访 C) 
王 十 如 十 邓 过 忆 
二 (Fe) eratyd 
十 过 z)] STEEL 
十 掉 于 dzcdlyadz 


开 十 办 十 z3 二 1 
一 由 《recost 十 7ycos 吕 


帮 十 天 十 哩 一 皮 
十 .cosy)cS 


十 和 革 drdydzk > 0)、 


本 十 这 十 gs 和 
其 中 cosayeesB.cosy 为 球面 妇 十 开 十 昱 一 在 上 疝 外 法 
线 的 方向 余弦 . 显然 


工 芝 
cosa 一 了 Cos 有 一 半 ,cos7 一 莹 ， 


故 
中 (Frcosa 十 ycos 有 十 . 产 cosy)GS 


呈 8 


本 一 认 十 zi 


_ J, 工 士 十 <d5 


2 十 十 王 
= | 7as， 
上 十 妆 二 z 


于 是 ,最 后 得 


妈 

扎 | 9 ,dzttyadz | 
十 只 十 x 人 人 

= | Am 
三 十 昱 十 开 一 吕 
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十 四 开 dzrdydz {t > D)， 


3 
十 和 2 上 z 芝 夫 


证 法 二 
2 氏 会 式 更 简单 些 , 采用 蒜 坐 标 , 我 们 有 


| 引 (zyszopDcdradsyds| 


本 


新 (| 二 ， _JFGreosgros 弛 +7SIGCOS 纺 ， 
Si 旺 矶 ,六 osgdaa |} 


td 


一 站 (icos 名 cgivtsingros 多 ， 
csing,Otzcosyidsdg 
十 作 六 号 (rcosyeosyrsingeosg， 
rsingypyrscosdadydsyazr 

ACroyznt)dS 


] 


利用 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 基 公 式 计算 上 列 面 程 分 : 
4387. 下 xdydz 十 warazs 上 sadtrcdy, 臣 中 为 立方 体 G<z 


<aDc<y<es0<ssea 的 边界 的 外 表面 ， 
解 外 aa ydrads 十 sadrey 
汪 


一 站 十 十 2eetaet 
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2 | xc 十 提 十 衬 Jie 
6 | < ea 一 3e-*， 
v 本 凤 


388， jaxes 十 acrdz 十 zcgredyy 式 中 汪 为 妹 嫩 十 风 十 


好 一 红 的 外 表面 . 
解 |zayvae 十 Wareizz 十 2 
生 


一 让 十 虹 十 ?er 
8 可 工 站 
一 3 | | reCOSgctr 
局 业 玉 站 


一 6 下 van| 人 | er| 一 竺 xas 
4389. jc adylz 上 一 = 十 rdrds 十 (一 十 


?7 。dxredy, 式 中 汪 为 曲面 

lz 一 yy 十 zx 十 |y 一 < 十 z| 十 近 一 了 十 2 一 1 
的 外 表面 . 
解 jc 一 y 二 zjdyds 十 (yy 一 = 十 z)dzatz 


十 人 z 一 了 十 ye 
一 |szrurur， 


四 
其 中 立 为 由 曲面 |z 一 yy 十 | 十 ly 一 < 十 工 [十 |= 一 
荆 十 3 = 1 赎 成 的 体积 . 作 变换 
扩 二 和 一 多 十 站 一 和 一 十 攻 虽 一 攻 一 之 十 光 ， 
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则 
了 (zz 所 本 了 
万 (yyvz) 


且 由 人 ze| 十 lo 二 iel 一 1 围 成 的 体积 等 于 全, … 于 是 ， 
所 求 的 积分 
|e -+aoeeet+ (wy 一世 十 袜 JGTede 


一 4， 


十 人 2 一文 十 3 
了 


一 3 。 二 detdude 
la| + | 十 | 受 

3 ,二 一 

3 1 


* ) 由 lz| 十 lol 二 lol = 工 围 成 的 体积 是 对 称 于 代 
标 原 点 的 正八 面 迟 的 体积 ,其 大 小 等 于 由 平面 zx 十 ”十 
-liu= lo 一 oo 一 0 所 图 成 的 四 面体 体积 的 8 僧 ， 
1 ,1 和 
即 为 8 二 ,二 "1 一 了 
4390, 计算 


je coOsa 十 Yicos 月 十 zzcosyDdm ， 


式 中 S 为 圆锥 曲 面 垃 十 呈 一 关 (0 扫 过 月 的 一 部 分 ， 
coseyeos 有 ,cosy 为 此 曲面 外 法 线 的 方向 余 芒 . 
解 “并 台 有 面 Si:z = A, 妈 十 天 委 居 的 部 分 得 一 立体 
7 , 则 (利用 奥 氏 公式 ) 

《zzcosa 十 yicos 月 十 zzscosy]ets 


十 汪 ] 


一 站 cz 十 了 十) 人 3 
和 


” 生 56 


4391. 


了 由 由 
一 下 dfj nz [rcos 旬 十 Sin 的 十 =] 


又 因 
ereosa 十 yzeos 疗 十 zeosy]edl9 
S 


1 


一 大 站 只 rcty 一 FTR4， 


开 十 只 过 角 
于 是 ， 
| eeosa 十 wegos 各 十 zcosy)dS 
吧 
4 4 
一 耿 FRR14 一 交 ， 
证 明 会 式 


下 1 牙 一 计 CDS{， 扩 )cf9， 
到 “ 


其 中 号 为 包围 体积 下 的 封闭 曲 面 为 持 闭 曲 曾 S 上 的 
动 点 人 ,75) 处 的 外 法 线 ,而 

rr 一 VS 一 区 十 (人 一 3 十 人 这 一 =) 
7 为 从 虚 Czyyz) 到 点 (9 的 矢 径 ， 
证 “” 先 设 曲面 3$ 不 包围 点 (zyyyz 交 即 点 (zy 在 了 
之 外 ) ,我 们 有 


cosf7 页) 一 cos( 六 ,zcosa 十 eos(r yy)eos 昌 


十 costFyz)ycosy， 
其 中 osaeospeosy 为 于 的 方向 余 芝 . 由 于 
站 一 省 ， 
人 扩 


一 亚 一 
COSsCryyD 一 


COSCF ,T) 一 


和 57 


+ 一 区 
COst yz) 一 ， 
加 


故 


 ， 一 
COSTF ,好 他 一 
加 


E 一 工 
一 -Cosea 十 
加 


“Cos 月 十 二 <cos7， 
于 是 , 利 朋 奥 氏 公式 ,得 
|oscr aas 一 用 一 cose 十 旦 一 
加 太 艺 


上 


元 cosy| 人 


-由 到 天 引 + 刘 安 引 
+ 芝 | 过 = ]dsaa 
一 下 人 LEdqdg， 
网 


由 Sd 帮 _ 工 | 


次 设 曲面 5 包围 点 (zjyve) 这 时 ,不 能 对 丰 应 用 奥 
氏 公式 ,必须 用 -小 区 域 将 点 (zz) 挖 掉 , 即 以 点 (>， 
3%z) 为 中 心 ,为 半径 作 一 开 球 域 了 te 充分 小 ) ,其 边界 
《球面 ) 以 $ 表示. 对 闭 域 F_ 站 :应 用 奥 氏 公式 , 仿 上 可 


得 
下 eoscr pas 十 jscr ass 
宇 号 


生 5 有 8 


4392. 


十 元 | :一 | ]adtazd 
2 用 ccd 


但 在 3. 上 ,= 的 方向 与 ” 的 方向 相反 , 故 cosCr aa) 一 
1 于 是 ， 
[sesc ,aas 一 一 4762， 


了 e 


由 此 可 知 ,在 前 式 中 令 一 十 04 荫 极 限 , 即 得 


ccci 7 
和 玉 人 n 
一 加 cos( 了 ,站 ct9， 
证 毕 . 
计算 离 斯 积分 


Tryysz) 一 和 eds， 
让 


式 中 8 为 包含 体积 Y 的 简单 在 闭 平 请 曲面 ,= 为 曲面 8 
上 在 点 (8,9,5) 处 的 外 法 线 ,r 为 连接 点 人 zr,y,z) 和 点 
,3.) 的 拓 径 ， 

了 一 和 十 (一 3 十 过 一 < 
研 容 两 种 情形 : (ay 当 曲 面 8 不 包围 点 (zyysz7356) 当 
覃 面 3 包围 点 (zys7. 
解 设法 线 = 的 方向 余 芒 为 cosacosp， cosy， 出 
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cos(r 7) 一 cog(F Treosa 十 cbs( 字 ,ycos 月 
十 cos(7 ,> yceosy 
二 一 工 


一 cosa 十 了 一 >cos 有 -| “一 zcosy， 
扩 也 扩 


因此 ,高 斯 积分 
一 作 和 一 天 
了 TY2) 一 叶 广 ce 


了 ed7， 


产 


十 dd 十 


六 了 
有 1 3 传 一 子 ) 
夭 罗 5 ” 
弹 _ 1 3 过 一 功 ? 
戏 六 3 了 5 了 
纺 -_ 3 一 2 
花 六 3 5 


它们 仅 在 点 (zyy*z) 处 不 连续 , 因此 
(a) 当 曲 面 8 不 包围 点 (r,y*z) 时 , 则 


于 是 ,利用 奥 氏 公式 有 
cos( 
了 (和 一 | 窜 洒 ds 一 0 
《5) 当 井 面 3 包围 点 (zz) 时 , 则 我 们 以 点 (zy， 


xz) 为 中 心 :# 为 半径 作 一 球 了 包围 在 3 内 ,此 球 硬 记 以 
S. 将 奥 式 公式 用 于 一 扩 上 ， 


邯 得 
erOSKr yw 
号 于 3 
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但 因 


产 矶 1 
| Sas 中 1 12s = 一 dr， 
六 人 所 1 


疏 得 


了 (yysx) 一 | Sas 一 4 


呈 im 


4393. 证 明 : 若 


及 9 为 包 轩 有 界 体积 站 的 光 诊 曲面 , 则 下 列 会 式 正 确 ; 
| 江 dS 一 和 Lady 
(6 | 对 ad3 
如 1 1 起 1 
-有 +( 双 + 芭 Jsreow 
十 凤 auazarar， 
式 中 必 和 它 的 直到 二 航 的 偏 导 画 数 是 在 域 了 十 内 连 
续 的 函数 , 池 为 沿 曲 画 8 的 外 法 线 的 导 函 数 ， 
证 ”由于 
一 漂 cosa 十 玉 cosp 十 江 cosy， 
因此 ,利用 奥 氏 公式 即 得 
大 如 各 
LE 一 由 起 cose 十 为 os 


人 
十 开 cosy | 人 
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-| adtrayeae 


小 二 s 一 | 汉 COSC 


十 交 为 叉 cosp 十 所 2 


到 


十 法 | “这 # 和 aa 


“于 


这 
二 几 eavnaresac 十 由 (| 到 | 
十 [ 妆 二 [ 关 axayaz 
4394. 证 明 空间 的 格林 第 二 公式 


名 
和 4 多 andodz 一 | 加 ”到 |zs， 
人 姓 也 叶 靖 忆 

式 中 体积 站 是 由 曲面 8 所 包 转 的 , 半 是 曲面 $S 的 外 法 线 
方向 ,而 画 数 zx 一 xz(zyyz) 一 Mryvz) 为 十 六 十 汪 


击 


内 本 微分 两 次 的 歼 数 ， 
出 呈 

证 加 曾 9 
1 型 忆 


一 人 cose 十 |> 汪 一 5 风 
er dy 区 
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训 各 
十 [ 一 疼 责 cosy ]4S 


T@ 


也 并， 询 | 
十 天 | "于 “到 | jdzadoyadz 


有 


出 | 十 阳 |， 开 
小 下 玫 


守 | 主 


下 


4395. 函数 & = wx(zsyyz) 在 某 一 域内 具有 直到 二 阶 的 连续 导 
函数 , 若 


一 rz 有 
则 xz yz) 在 这 个 域内 称 为 调 秀 数 . 
应 明 : 苦 zx 是 被 平滑 曲面 $ 所 包围 的 有 界 闭 域 了 内 
的 调和 丽 数 , 则 下 列 公 式 是 正确 的 ， 


fa | 一 Go 一 0 
直入 


一 v dS ， 


起 中 半 为 图 面 $ 的 外 法 线 . 
试用 公式 (o) ,证 明 在 域 Y 内 的 调和 函数 由 它 在 界 
限 $S 上 的 值 唯 -地 确定 ， 


1 1 记 : 1 
_ 上 十 要 ]azayarz 
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证 《as) 由 于 4 一 0, 故 利用 4393 题 (e) 的 结果 , 即 得 


| aas 一 赴 oazava = 0 
下 


《6)》 利用 4393 题 (c) 的 结果 , 即 得 

小 兴 d3S 一 用 ET 

十 由 (| 沁 | 十 [ 攻 十 - 自 ]ardyadz 
-二 | 玫 anwas 

与 4333 题 一 样 , 只 亡 证 明 : 若 在 界限 $S 上 调和 函数 


# 一 0 则 它 在 域 了 了 上 也 人 恒 有 :* 一 0. 事实 上 ,利用 本 题 
《6) ,得 


于 | 寺 + 公 ee 


因此 ， 


即 在 域 7 上 z* 盖 常数 .但 在 S 上 xz = 一 0, 故 在 域 了 上 z 一 
0. 这 就 是 证 明 :在 域 Y 内 的 调和 函数 由 它 在 界限 3$ 上 的 
值 唯 一 地 确定 ， 

4396. 证 明 : 若 羡 数 = 一 ztz,y，z) 是 在 由 光滑 曲面 5 所 包围 
者 的 有 界 闭 域 Y 内 的 谢 和 函数 , 则 


zzoyoa = 二 | [se 和 十 二 半 ]d9， 


点 他 ,9 的 矢 径 ,而 
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rr 一 Y 人 一 十 人 一生 十 人 一 = 
闻 为 曲面 $ 上 在 点 们 ,3? 必 ) 的 外 法 线 向 晤 . 
证 “在 4394 题 中 令 " 一 二 , 则 当 (6, 媳 区 天 (zz) 
时 ,有 加 一 0,. 现 以 点 已 Cryz) 为 中 心 ,p 为 半径 作 一 
球面 S, 含 于 曲面 $ 内 ,再 将 4394 题 应 用 到 由 曲面 3 十 
3, 所 包围 的 体积 V 内 , 即 得 


1 
1 加 & Tazs= 0， 
5+5 人 加 “ 吉 
或 
荆 型 > “rzs 
8 “一 
] 
= 一 | 1 和 9 
ss | rr 押 珈 


显然 ,S$ 上 的 法 线 是 向 外 的 ,而 $。 上 的 法 线 是 指向 球 心 
的 , 即 指向 半径 减少 一 方 , 因此， 


1 

也 玉 _ 3 了 ) 1 
坟 | 2 

隆 是 ,我 们 有 
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又 利用 中 亿 定 理 , 得 


4 一 7 


外 


四 
本 


一 二 7f 人 风 , 汪 


蒜 中 (7 3 2 为 咕 数 关 在 球面 S。 上 某 点 之 值 ， 从 而 


下 《2 oz0 一 去 用 


-下 
| 学 7 


上 式 右 端 与 训 无 尖 . 而 了 mW 人 
PP 十 和 
因而 , 令 2 一 十 0, 即 得 


一 寺 
于 《了 人 一 癌 | 


又 由 二 


> 定 ]。 


了 工 
和 六 8 三 | 认 ] 了 桥 

而 一 到 -这 一 一 志 | 汪 cose 

十 cos8 十 天 cosy| 
一 7 > 一 cosa 十 了 vcos 甩 十 一 cosy 
cosCri 

了 

故 最 后 得 


1 zeost7y 天) 1 器 
“ee 一 让 外 二 |. 


证 明 , 若 # 一 zzz) 为 在 以 民 为 半径 ,以 点 (zu， 
26) 为 球 心 的 球 上当 内 的 调和 尊 数 , 则 


于 《 定 0 yos20) 一 一 了 和 er 下 了 


4397， 


二 6 三 


4398. 


(中 信 定 理 ) 
证 “人世 球 “上 应 用 4395 题 的 结果 , 即 得 
加 zcoOg(K7 ， 史 ? 1】 入 

BroyyongnoD 一 中 庆 T 六 因 
1 ， 

加 去 仆 基 + 十 天 六 |as 

一 和 eeyapds 

*) 利用 4395 题 的 结果 ,有 


生肖 
Rd 5 2 -0， 


证 明 , 在 有 界 半 填 Y 内 连续 旦 在 其 内 部 是 调和 的 函数 
4 一 ET， 若 它 不 是 常数 , 则 在 域内 的 点 函数 不 能 
达到 最 太 和 最 小 的 值 ( 极 大 值 原则 ) 
证 证明 与 4337 题 ( 平 南 情 形 ) 完全 类 做. 设 有 界 闭 城 
为 吕 , 它 是 由 有 界 开 域名 及 其 边界 邓 构成 . 我 们 要 证 
明 ; 如 时 王 攻 证 在 而 的 某 内 点 PCzo yy2c 达到 其 
最 大 信 或 最 小 值 5( 例 如 , 设 达 到 最 大 值 ), 则 xzyyyzy 在 
互 上 必 为 常数 ,下 分 三 步 证 明 ， 

《1) 先 证 : 若 球 域 了 一 (zz 一 如 下 十 (3 
一 其 关 十 (一 二 完全 属于 吕 , 赔 zzyyyz) 在 
有 上 必 为 常数 . 

对 任何 的 0 近 r 技 P 用 3. 表 球 面 {Cry:z)|Gr 一 
ze 十 (9 一 3 十 (zz 一 xzo2 一 天) 由 4397 题 的 结果 
知 


CN 


下 foyzo 二 二 eyes， 
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-1 | cr 9 :0 
量 


并 7 


一 开工 ydS 一 日， 《1 ) 

但 因 xz(zoyyoyzo) 是 最 大 什 , 故 在 $. 上 恒 有 

Coy30z0 一 下 (ye 2 0 
由 此 :根据 (1), 即 易 知 在 S, Fa 人 royyoyzr) -arwyyg) 
兰 和. 因为 , 若 有 某 点 (za 后 使 

KT0 yy2t) 一 METAX) 一 工人 0 
则 由 xz ,yz) 的 连续 性 知 , 必 有 以 Criyys) 为 中 心 
的 某 小 球 域 “ 存在 ,使 当 (zy,yz) E5 时 , 恒 有 

认 Xo Yo》 一 于 )》 广 . 
用 3 , 表 3, 侣 于 = 内 的 部 分 , 则 


ecoyseo 一 了 Cry 

泣 cecr 02o》 一 下 yy 
zc 一 虐 

> 用 5 rD, > 0， 


其 中 书 . 表 3 .的 面积 ,此 显然 与 (1) 式 矛 盾 . 于 是 ,在 3- 
上 有 
ttoyy6y2o)》 一 失 (ryy2) xD. 
再 根据 的 任意 性 (0 <r 反 P), 即 知 对 任何 (z,y,z) E 
TY, 都 有 ztzyyz) 一 Hzoyorxo 换 侣 话说 ,zyyz) 
在 了 , 上 是 常数 ， 
生 人 8 


《2) 次 证 : 设 中 zy oz 为 看 的 任 一 内 点 < 即 

疡 ” E 全), 则 必 有 
证 (yy 

屠 完 全 会 于 吕 内 的 折线 上 将 点 Po(zyyoyzp) 与 点 
Pr 3 52 连接 起 来 ,用 3 表 闻 与 7 之 间 的 下 离 ， 
沿 

8 一 min V 太 二 下 二 全 二 了 二 区 一 让， 
其 中 的 mia 是 对 一 切 (zyiz) ECz' oz )E7 来 
取 的 (由 于 护 ,: 是 互 不 相交 的 有 界 闭 集 , 可 证 min 一 污 
能 达到 ,从 而 人 0). 取 0< 人 < 二 人 以 点 五 为 中 心 ,6 
为 半径 作 一 球 ,得 球 拒 mi 一 间 zz 一 zo 天 十 人 3 
一 加 站 十 位 一 za) 雪人 引 ,此 球 域 完全 合计 只 内 , 则 41) 
段 已 证 的 结果 知 ,a(zyyyz) 在 Yo 中 为 常数 . 特别 是 
ft 一 23os2). 这 里 点 已 (rtovg) 代表 
球面 $ 一 Tryyz)| (全 一 了 天 十 人 一 加 天 十 (一 30 关 
一 侣 ) 与 折线 ! 的 交点 (参看 4337 题 的 图 ). 又 以 点 己 为 
中 心 ,8 为 半径 作 一 球 , 得 球 域 了 Vi 一 (zyoz)lkz 一 
区 和 姑 十 (7 一 贡生 十 (z 一 2 于 妥 人 人 .于 是 ,7 也 完全 
合生 生肉 .由 于 zzyyz) 也 在 点 PCriyoseal 达到 最 
大 值 , 故 将 C1) 段 的 结果 用 和 干 ,可 知 世 (yz) 在 了 太 
上 是 常数 , 特别 是 ge(zayysyzs》 一 HCziy31r5) 这 里 操 
Pafzsyozyrzz) 为 球面 3 一 人 (rz 全 一 各 得 十 《7 一 
四 于 十 (一 xz 一 站 与 1 的 交点 ( 除 产 外 的 另 一 变 
点 ). 再 以 点 九 为 中 心 ,8 为 半径 作 一 球 域 V… 这 样 


继续 作 下 去 . 显然 ,至 多 经 过 za 次 (2 为 大 于 六 的 最 小 正 
469 


4399. 


入 7 


整数 ,* 表 折线 7 的 长 ) ,点 忆 rz) 必 属 于 YY。 ). 
从 而 


姓 (yy 


一 XI 2) 一 攻 (030oyenh 

《3) 由 (2) 段 的 结果 知 ,zGzy3vz) 性 昂 土 是 常数 ， 
根据 xf(zr,yyz) 在 如上 的 连续 性 ,通过 由 总 的 点 趋 癌 好 
的 点 歌 极 限 , 即 知 xzCr,yyz) 在 吕 上 是 常数 .证 毕 , 

注 : 从 证 明 过 程 中 看 出 , 需 假 定 区 域 吕 ( 从 而 虽 ) 是 
连通 的 . 事实 上 , 若 吕 不 连通 , 则 结论 不 一 定 成 芯 . 例如 ， 
设 吕 一 Y 十 YY: 其 中 放 与 Y: 旦 两 个 瑟 无 公共 点 的 财 
球 域 , 而 令 


于 (人 yy 空 ) 


加 je 人 

[CCzryyz) ETYi， 
其 中 心 夭 人心 是 两 个 常数 , 则 zzsyyz) 显然 是 吕 了 上 的 调 
和 函数 旦 在 如 上 不 是 常数 ,但 它 却 在 其 内 点 达到 最 大 值 
与 最 小 值 ， 
四 术 Y 全 部 肖 半 填 液体 中 ,从 巴 斯 葛 耳 定律 出 发 ,证 明 
液体 的 笃 力 等 于 物体 同体 积 液体 之 重 而 方向 垂直 向 上 
( 阿 基 米 德 定律) 
证 “将 Ozry 党 标 面 家 在 液 面 上 , 而 Ox 轴 系 直 让 面 向 
下 . 设 流 体 比 重 为 ,浸入 液体 的 物体 Y 的 表面 积 为 “. 
苦 对 应 于 而 积 元 素 ds 液体 的 深度 为 =, 则 在 必 上 所 党 
的 压力 为 pzes. 由 于 此 压力 总 是 焉 直 于 呈 面 的 , 故 压 
力 在 各 坐标 轴 上 的 射影 为 

一 zcosacddS ,一 peeosp8adS ， 一 pzeosyd9， 

利用 奥 氏 公式 , 邯 得 作用 于 物体 整个 表面 的 总 压力 在 各 


4400， 


坐标 轴 上 的 身 影 
万 , 一 一 中 =oveas 到 一 - 省 seearic - 一 0， 


PP .-_ -an = 一 咱 oerera: = 0， 


六 一 一 p 首 -osya = 一 省 urorar 一 一 站 7， 
和 和 


因此 .压力 的 主 向 地 即 合力 , 朝 着 垂直 疝 上 的 方向 .其 大 
小 等 于 被 物候 排 出 的 滚 体 的 重 基 , 这 就 是 阿 基 米 德 定 
律 . 
设 .是 变动 的 球 ( 位 一 站 下 十 (一 3 十 (人 一 二 六 一 此 
市 冰 数 As ,7 8) 是 连续 的 ,证 明 本 数 

HT YE 二 | ds 


他 避 ae 


全 十 十 让 一 和 


和 初 值 条 件 *| -= 0, 好 | 
证 “首先 指出 ,本 题 应 设 FE, 了 7 必 ) 具有 爱 续 的 二 锥 偏 
导 画 数 , 先 验 证 画 数 = 满足 初 值 条 件 xl|-。= 0 意 即 

虹 _ 一 Frsysz)( 意 即 Hm 只 一 Crvy， 


_ 一 LS) 


jima 一 0 及 订 
z))。 全 间 定 C 由 连续 柱 知 ， 存在 常数 M > 0, 使 
当 舍 一 2 二 (人 一 3 十 售 一 s 委 1 时 恒 有 
79 委 昌 Ps 
1 站 委 员 | 态 : 了 | 委 出 
当 0< 二 1 时 ,我 们 有 
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上 
| | 扫 本 | ds， 


< 二 Ses _L_ Ri 


一 由， 
由 此 可 知 ,1imakzyyz6 一 昌 ， 
又 作 变 量 代 换 二 一 二 十 姓 当 一 ?十 大 攻 一 过 十 地 ， 
则 有 
到 (Tt 一 去 由 rt+ 坟 十 姬 之 十 上 ) 
9 《了 于 > 
其 中 3 基 单 位 球面 必 十 到 十 吧 一 1. 于 是 ， 
一 去 > 由 cz 十 王 :y 十 妇 2 十 地 8 


证 
-去 [ 侣 十 束 " 十 。 xdS 


十 云 | xc 十 My 十 z 十 68 
四 


一 也 十 克 . [2) 
显然 , 当 0< 上 <1 时 ， 
| 六 | 所 去 | axwes ~ 一 30dz， 


故 1im 一 全 0， 又 显然 由 于 连续 人 性 ， 


lim7, 一 二 | 由 ceao4s 


f 全 十 晶 


LA [<- 3y3 
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困 8 此 ,得 
lim 尝 一 站 工 ,3y2)， 


十 百 昌 


下 面 再 验证 * 满足 波动 方程 . 由 (2) 式 ,利用 奥 氏 公式 ， 
有 (Y 为 球体 磁 十 史 十 昭雪 1 Y, 为 球体 好 十 届 十 听 
< 委 刀 ) 
af 红 af 
开 一 去 由 ODSt 十 世 。ospg 十 泡 cG8 ?as 


再 cose 二 吉 
台 池 好 好 
-站 委 + 间 + 到 Mereete 
ee 

节 ， 台 
一 三 | [过 士 球 十 二 是 |/Gz 二 ery 十 由 


有 & 十 的 
1 | 学 万 子 
= 去 几 志 新 十 站 |Az 十 “3 十 生 
下 
中止 辐 aedodmmn 
- 赤 4 作 ec 十 机 1 9 他 十 ni 
& 十 辐 aa aoc 》 
一 高 4 (| | ye 十 rcos 如 os 人:y 
十 rcosywsingyyz 十 7sin 全 Jr2cOsWdwd9tzr 
了 


4 


其 中 cpsg 一 ascos 昌 一 wecosy 一 四 为 3 的 外 法 线 的 方向 


余弦 ,又 由 (2)? 式 及 (1) 式 , 有 
473 


4474 


了 > - 


-三 册 ee 十 2 十 昌之 十 mt 


一 于 
了 
从 而 
了 
演 = 二 + 0) 
于 中 ， 
ze 1 可， 了 改 1 江 


谋 2 4 壕 灿 TTt 要 十 下 旭 
1 坦 ， 了 民 1 2 
一 本 完 一 
1 亚 


一 4 可 驴 0 【37 


但 


环 一 全 o 网上 十 rcos4#cnsp， 


站 十 xcosEinpz 十 rsin 信 rscoswzetgazr] 
一 <- 4 了 | 人 Cr 十 reCosweosp 
?4 十 eaosysinp zx 十 FrSIn 扩 reoseedwedeodr] 
一 二 | 呈 , 站 十 ECOsWcosg， 
91 .一 了 
了 十 引 Ds 屿 inp, 过 十 55imnlyDicoseedd 打 
人 


3 一 矶 4 由 ee ,tdS) 


4 纪 Ausi 


= 水 = 器 十 基 十 下 C> 9)， 


$ 17. 场 论 初步 


1 梯度。 若 zG) = zx(zyyy2)( 其 由 = 二 2 十 二 ) 是 连续 
可 注 分 的 数量 场 , 则 称 向 时 
ae 


da 一 和 
ETadzu 2 十 融 了 十 


为 x(r) 的 梯度 ,或 简 记 为 gradz 一 7u ,其 中 辟 = 让 十 了 总 十 二 于- 
于 已 郑 点 (zf,?) 场 闪 x 的 梯度 的 方向 基 与 过 此 点 的 等 位 面 王 ( 二 yy》 
尼 的 法 线 方向 一 致 . 对 于 场 的 每 一 点 此 向 量 给 出 本 数 “变化 之 最 大 速 么 
的 天 小 


|gradz | 一 ( 许 ] + [这 十 | 主 ] 
与 方向 . 
在 某 方 向 凡 ieosoycosp,cosr} 上 场 过 的 导数 等 于 
双 一 gradt。 7 一 定 cose 十 允 cosp 十 字 coa7- 


2 区 的 攻 订 与 入 康 。 若 
ar) 一 Cr 十 azsyse 十 ay) 着 
是 连续 可 微分 的 向 其 芹 , 则 称 数量 
。 ~ 和。 加 妈 - 
diva 一 Sa 一 二 十 广 十 豆 
为 这 个 场 的 散 诬 . 
向 基 


rota 一 宫 汉 苹 一 


Ru 
slu 、 
生 |s m 


和 
谍 

乌 
吧 

名 
四 


名 为 场 的 旋 订 . 
3" 穿 过 曲面 的 流量 若 向 量 akr) 在 域 台 内 产生 向 量 场 , 岗 称 积分 
aas 一 ceoss 十 好 ,Ces 辣 十 ascos7Y 本 
和 号 


为 穿 过 位 于 域 妆 内 前 已 知 曲面 8 的 流向 法 线 上 单位 向 量 ={cosa,cos8， 
cosy} 所 指 的 那 一 面 的 流量 . 在 向 量 的 论述 中 类 斯 特 溢 格 拉 玉 斯 基 公 式 
具有 下 面 的 形状 ， 


nes 一 由 severerur， 
巡 下 


起 中 号 为 包 圈 体积 的 曲面 ,z 为 曲面 8 的 外 法 线 单位 向 量 . 
4 向量 的 环流 数 
| azr 一 | BazttE 十 Go 十 et 
称 为 向 量 =(r) 沿 某 曲线 C 所 取 的 线 积分 ( 场 作 的 功 )， 
若 围 线 C 是 封闭 的 , 则 称 线 积分 为 向 量 " 洛 转 线 C 的 环流 。 
在 商量 的 形式 上 斯 托 克 斯 公式 为 
adr =- | motads， 
= 归 
式 中 心 为 包围 昌 面 S 的 封闭 围 线 ,和 并且 对 曲面 8 的 法 线 吕 之 方向 应 当 这 
样 来 选择 ,使 得 立 于 此 面 $ 上 的 观察 者 ,以 头 向 着 法 线 的 方向 ,图 线 避 
的 回 娆 是 依 反 时 针 前 进 的 方向 作成 的 (对 于 右 施 坐 标 系 ). 
5" 有 势 场 向量 场 <(7) 是 某 数 量 z 的 樟 麻 即 gradz 一 ava 名 为 
有 热 场 ,而 数量 " 名 为 场 的 势 ， 
站 7 了 78 


者 和 势 上 为 单 值 中 数 , 刘 


| adr 一 2 一 aa)， 
者 后 


特别 是 ,车 这 个 情形 具 量 4 的 环流 等 于 零 . 
纵 定 在 单 联通 域内 的 场 a 为 有 势 场 的 充 要 条 件 , 是 菜 件 rote = 0 
满足 ,就 是 说 ,这 样 的 场 应 当 是 无 旋 场 ， 
4401. 求 场 
下 一 和 本 2 十 3 二 -ty 二 37 一 3237 一 8 
在 :Cal0ok0,0:0)5060)4C1 1 1550 吕 (21,1) 诸 点 檬 度 
的 大 小 和 方向 , 在场 的 怎样 的 点 ,梯度 等 于 崔 ? 
解 沁 =2r 二 y+3 环 一 4y 二 了 一 2 于 一 bz 一 


< oy 
f， 
Ca) 在 吕 点 ,有 
ELaaQE 一 37 一 杀 一 6，|gErada| 一 了 ， 
方向 :ceosa 一 己 COs 月 一 一 芝 ,COSY 一 一 
9 了 7 
(67 在 如 点 ,有 


grada 一 6 十 37 ,|grada| 一 3 w5， 


2 
方向 1eDs4 一 一 -一 ,cos 有 一 一 一 ,cosy 一 昌 ; 
Y 5 w% 5 


(6) 在 吾 点 ,有 
SgTadat 一 7 ， 1grada| 一 了， 
方向 :ceosq 一 1.cosp 一 ceosy 一 0 
一 般 地 说 ,我 们 有 
grady| = w( 隐 二 十 3 二 (人 十 了 一 3 十 (6z 一 的 
要 1grada[ 一 0, 只 更 


477 了 


| 十 了 十 3 一 站 ， 
143 十 工 一 2 一 昌 ， 
6< 一 6 一 0 
解 之 ,得 > 一 -2y=1z-=1 即 在 点 (一 2,1,1) 樟 度 
4402. 在 空间 Oryz 的 闭 些 点 , 场 
和 一 二 
的 梯度 (a) 垂直 于 COz 轴 ;6) 平行 于 Oz 轴 ; (na) 等 于 零 ? 
解 grada 一 〔3x2: 一 3ys ) 十 【332 一 3rx 7 
十 《3s: 一 3zy ) 天 ， 
[a) 要 gradt | 人 = ,只要 gradi ， .一 一 0, 即 3x: 一 37ry 
一 0 或 袜 一 .因此 ,在 满足 斌 一 zy 的 点 (Cryz) 其 
梯度 夭 直 于 Oxz 轴 . 
5) 要 gradz | ez ,只 要 
3r 一 3yx 一 0， 
| 一 3rg 一 日， 


解 之 得 < 一 ?= 一 0 及 7 了 一 y 一 z 国 此 ,在 点 (0,0,z》 及 
(Cryz 六 其 中 了 二 一 <) ,其 梯度 平行 于 Ox 轴 . 
(6) 要 |gradu 一 0 只 要 
| 一 33& 一 站， 
134” 一 3re 一 0 


[3 一 3ry 一 0 
解 之 ,得 zz 一 ? 一 < 因此 ， 在 清 足 二 一 > 一 “的 点 (， J， 
z)，, 其 梯度 等 于 零 . 
4403. 已 给 数量 场 
二 了 7 吕 


-| 1 
开 一 “ 垃 ? 
六 


其 中 一 YECr 一 ae 十 (一 四 十 (一 在 空间 
Cryz 的 哪些 点 下 面 等 式 成 立 


|gradz& | 一 13 
和 re 
解 云 二 rm 于 
于 是 ， 
cc 3 二 所 2 
|grada| 一 [到 | 十 | 汉 | 二 [于 
- Je- 全 【一 站 
一 工 
一 去 . 
要 |gradal = 1 只 要 -一 1 即 人 在 以 点 (ae 为 中 心 :1 
为 半径 的 妹 面 鞋 , 均 有 


1 
grad| In 了 | 一 1， 


其 中 > 一 VCGzr 一 c 和 十 (一 2 十 人 一 人 
4404. 作 数量 场 
站 一 wY 人 十 因 十 (十 多 
十 v 三 十 罗 十 -一 人 
的 等 立 面 , 求 通过 点 M(9,12,28) 的 等 位 面 , 在 域 二 十 
灵 十 寻 委 36 内 mmaxzx 等 于 什么 ? 
解 等 位 面 可 由 
中 一 Vi 十 拓 一 《xz 十 呈 关 
士 wz 十 用 十 (zz 一 8 和 
化 简 得 到 , 显 热 有 
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zz 十 8 十 we 一 一) 
一 ]6.， 
于 是 , 当 裕 16 时 ,有 
玉 一 ww 十 认 十 (一 8 
一 vv 寻 十 妈 十 (Ce 十 8 


平方 化 简 可 得 

2 -32 一 2 2 十 妇 十 (ze 一 8)， 
再 纤 方 化 简 , 即 得 等 位 面 方程 

4 十 > 十 生 一 1 (3216)， 

下 ”一 25 于 


这 是 绕 Ox 轴 旋 转 的 一 个 旋转 面 ,图 形 省 略 . 
当 了 一 9,y 一 12z 一 28 时 ,zz = 64. 因 此 ,等 位 面 
方程 为 


开 士 儿 十 -和 一 
566 ”1024 


在 下 空 十 内 十 刀 扫 36 内 ,由 于 
太一 wz 十 氏 十 呈 十 16z 十 64 
十 wz 十 开 十 刀 一 16z 十 估 
< v100 十 16z 十 v]100 一 16z (0< 委 > 委 人 的 ， 
故 函 数 六 z) vv]10656 于 fgze 十 v]100 一 18x 在 [0,63 
上 
的 最 大 值 即 x 的 最 大 值 . 但 是 ， 


1 1 
一 <0 
7 一 w100 十 16x w100 一 16z 


(0<= 近 6)， 
故 Az) 在 (0,6] 上 是 严格 减 画 数 , 从 而 
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1. 


Iax .As》 一 /0) 一 20， 


国 此 ,站 
DaXxX tr 一 了 0 
4405. 求 场 
一 一 二 


1 和 ”一 
解 下 本 [本 二 如 十 人 


和 人 
加 (十 用 十 如 袜 ， 
( 21z 
二 
在 作 , 点 的 梯度 分 别 为 
&radwf ad) 一 亲 7 一 厅 了 一 可 友 ， 
Eradit 玉 ) 一 一 志 f 十 总 了 
本 是 、 
| 名 radaf 4)，&gradea( 召 】 
co 刘 一 |gradag 4 ，|gradar( 号 ?| 
[7 4 
405 .、， 蝇 
开工 
9 10 
4406. 设 已 知 数 红 场 
本 = 


7 
作出 场 的 等 位 面 和 梯 雇 的 等 模 面 ， 

在 域 1 二 zz 一 2 内 求 吕 saeparrtalgradz|， 
481] 


全 82 


St 户 | 区 radw 


解 将 rz 一 [7 于 化 简 再 坦 , 即 得 


其 中 显然 有 0< 一 es1, 由 此 可 知 , 等 训 面 是 - -个 以 蛛 
点 为 顶点 .Ox 输 为 旋转 轴 的 圆锥 , 亿 要 去 掉 原 点 CC0， 


r 人 
ar ww 
出 _- 
少 ”VC 
空 一 1 
/十 如 十 二 
四 .十 3 


Vi 于 于 5 VC 十 于 
故 丰 
2 
显 多 此 等 模 面 是 一 个 以 Oxz 钊 为 旋转 铀 的 旋转 让 , 现在 


令 3 一 0 得 


| grada | 一 一 上。 


二 | 十 一 二 天 昌 )， 
它 是 Coxz 面 上 的 圆 . 因此 ,梯度 的 等 模 面 是 一 个 旋转 环 
而 . 

当 1 sz<2 时 . 王 然 有 0 一 ma 去 1 且 当 7 一 y 一 
0 时 居 一 1 而 当空 十 六 充分 大 时 & 可 任意 小 , 故 


in DOy supa 一]， 
| 


二 或 | 4 


4407. 


对 外 ,显然 


ando 
让 
出 于 对 于 营 数 4 0, 图 数 .7 一 CS 上 二 co) 
当 上 一 a 时 达 最 天 值 Ca) 一 二 ( 可 以 讨 论 /GD) 简 
单 地 得 知 ), 破 对 于 国定 的 >, -2 坟 世 的 最 大 值 是 
形 十 g 
1 工 
汉 = 支 人 盖 0 时 ), 册 此 可 知 
SUD， |gradl 二 | 一 本 -十 


人 十 十 于 ”2 
求 在 ; 点 utzeynyzo 处 之 二 无 限 接近 的 等 位 而 
fryyo2 yy 一 用 ze 十 小 
之 间 的 距离 准确 到 高 阶 无 穷 小 , 共 中 zzroyyoyze)y = 一， 
解 ”过 点 邓 . 作 等 位 面 &(zy3yvz) 一 < 的 王 线 , 交 等 位 面 
ay 下 于 点 邮 (ziyyiyzi 则 显然 二 等 位 
面 aryyoz)=c 和 aryze) 一 cr 十 dc 之 间 的 距离 节 
= 】 玩 研 1. 由 于 梯度 垂直 于 等 位 面 .因此 grad zzo， 
3ovzo) 的 方向 与 取 呈 | 的 方向 或 者 重合 ,或 者 相反 . 于 
是 ,注意 到 zzoyyoyzo) 一 cariy3iz 一 十 dc, 知 
ce 一) 一 0 总 


2 
加 az | 1 二 加 res 
《3 一 30 
志 
十 守 《zl 一 zo) 
{ 牙 na 
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一 [有 rad 加 《rey We 负 Ji 
一 土 jgradefzneszn)| | 邮 
一 士 |grad 人 rs | 妈 。 
由 此 可 知 5 准 确 到 高 阶 无 穷 小 ) 
| .4e| 
| grad 下 (won | “ 


4408. 证 明 公 式 
[algradfz 十 ec) 一 Srade (ce 为 常数 )# 
《6)gradcu 一 (gradatc 为 常数 ); 
《ngTadtE 十 U) 一 Sradia 十 理 radui 
《DBEradep = 52Tagg 十 下 gTRDUi 
【2URFRCCaH2) 一 22tEad 
(CeygradAe)y 一 六 CR 
证 “由 Fa 二 呈 一 风 ， os 二 一 交 
人 4 十 c 弄 娩 和 
光 二 族 得 


gInadta 十 c) 一 gradit， 


2 一 .型 民 C8) 
《0 由 于 一 到 
一 证 CE -as , 故 得 


中 小 
gradra 一 ed 
于 元 b》 十 患 
《9 由 于 和 rr 1 和 
和 了 十 贡生， 宙 。 
yy 0 此 加 入 十 有 , 故 得 
gradfa 十 D) 一 Eradrr 十 区 radu 
Ce 一 7 和 Cu》 2 并) 
CD 由 于 一 “下 十 Y 下 人 有 一 鸭 十 “和 和 让 


生 84 


二 _ 
司 * 故 得 


了 


击 
一 桩 去 十 。 
gradau 一 ngracle 十 wErada。 


《在 Cr 中信 一 5: 即 得 


2 -Po 和 ,2 oo .到 2 


(9 由 于 和 一 了 (0 下， 为 为 ， 去 
= /ceo 空 , 故 得 


儿 TadAfrz) 一 ze Eraclre， 
4409， 计 算 :， fagradr，(57gradr ，(nDgTad 二 ， 其 中 一 


和 
解 (9 天 一 人 rr "下 r 


gradr 一 二 ,其 中 六 一 工 寺 十 了 天 十 三友 


《GEradfr) = 2rgradr 一 2r ， 赤 一 2 六 


1 1 
《ny 人 Tad 了 一 一 本 gTadr 一 3， 
4410. 求 gradrdr) ,其 中 r = v 下 一 克 十 环 . 
解 Eradr) 一 Cr)gradr 一 人 六 (Cr)。 


* ) 利用 4408 题 的 结果 ， 
# % 利用 :4409 题 的 结果 ， 
4411. 求 gradkc .六 ,其 中 xz 为 党 向量 ,r 为 从 坐标 原点 起 的 阿 
径 . 
解 证 ec 一 六 十 cj 十 ec 其 中 区 9 为 常数 ， 


由 于 
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人 十 十 
-及 2 LaGE :ED 
厂 gradfte，7) 一 (. 
4412. 求 grad 人 lc XF9fc 为 第 疝 量 )， 
解 。 |1ceXF| 一 (cc 一 ce? 十 人 一 cz 六 十 人 cr 一 
cv“ 于 是 ， 
gradf| ec X 于 | 下 一 [ctee 一 22260003 


yy 昌 和 时 


了 了 【一 3260cye 一 3 
十 20cy 一 cr 了 
十 f2c (es 一 cy) 一 2cr(ecy 一 ce) 了 右 
一 207 十 中 十 ec 一 ctce 十 cy 十 cz 二 
十 203(e 十 避 十 呈 ) 一 cs(cmr 十 ey 十 cz) 
十 ?fggez 十 号 十 后 ) 一 ceferz 十 cy 十 cos) 下 
一 2Fr cz) 一 2507 CD) 


4413. 证 明 会 式 


BA FF 
grad .Fasb) 一 Tadt -| 方 gEradu， 
证 由 于 
gao gf ， 友 ] 型 .出 
了 
部 人 四 术 1 地 . 负 
和 
Mem - 红 . 开 二 红 . 久 
下 贡 和 


故 有 
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ai 生地 纪 了 上 


grad 六 mu 一 读 | 元 “十 3 去 天 有 
可 | 剖 
十 于 [ 于 十 汪 了 十 是 
一 2gradx 十 世 3 gradu 


4414. 证 明 公 式 


4415， 


WE 一 HT 二 Vi 

其 中 台 = 了 起 十 了 坟 十 下 站 ， 
vv 二 | 总 到 . 
证 ”由 于 SC = zs 十 we: 卜 
WE ww 

二 WO 十 SO 
二 全 WwW 十 (CUV 十 AWAY 呈 
一 Vip 十 DY 十 2 
证 明 : 若 冰 数 za = Cr:ysz) 在 凸 形 域 如 内 可 微分 且 
[grada | 魏 对 ,其中 邓 为 常数 , 则 对 于 电 中 任意 两 点 和， 
号 有 : 

[EC 一 站 (有 | 过 ao(4 ED)， 
式 中 2(4,B) 为 入 与 瑟 两 点 闻 之 距离 
证 ”由 于 如 为 凸 形 域 , 故 线段 48 整个 属于 纪 设 总 的 
坐标 为 (revrmyzoj ,4 的 坐标 为 (Crits) ,过 全 -nr 
一 dr 一 站 = Jyz 一 和 二 Jr 并 邯 虑 “ 邢 郴 数 
一 CTn 十 1 LTr， 0 z0 十 让 1z 人 DSS 1)， 
显然 70 = 2 号 )Fi) 一 4) 月 AD 在 ro,t 可 
微 ,并且 
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所 国王 本 Cr 十 3 十 4 十 诗人 dz 
十 afro 十 iTo3a 十 fa 十 ie)Ly 
十 玉 tr 十 Er 加 十 zy 十 41Lz)Oz， 
于 是 ,上 出 微分 学 中 值 定 理 知 
ah 一 zfB) = AU 一 AD) = 7806) 
一 r(zo 十 有 Erao 填 二 vzn 十 二 dz) 
十 asf 十 Mr 十 2dyz 十 dz) 
十 zf 十 二 My 十 二 人 yzo 十 二 AL 
一 [gradafx 十 上 Mr 十 有 My 十 去 Mz)]。 
王 ， 
由 此 可 知 
1a(4) 一 2 有 ?| 一 1Cgradigro 十 上 -rw 十 全 人 7， 
zo 十 上 dz 四 。 殖 让 | 
所 |grada(an 十 二 Mr 十 上 四 wsn 十 二 =)| 
，| 互让 | 所 Mop04 了)， 
4416. 求 场 w 一 所 十 站 十 可 在 已 知 点 M(z,y,z) 沿 此 点 的 
向 径 > 之 方向 的 导数 . 


在 什么 情况 下 ,此 导数 将 等 于 梯度 的 大 小 ? 


解 一 汪 cosa 十 了 十 : 了 cos8 十 mcosy， 其 中 cosa 
六 如 


一 革 ,cosp 一 宇 ,cosy 一 了 一 v 王 干 少 十 束 . 于 是 


二 27T 了 23 2 2 既 

方 nd 六 十 丈 广 十 玄 六 六 
本 本 
又 lgradel = 2 /五 十 贡 十 到 
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要 |gradz1 = 汶 , 只 要 兰 = /到 十 站 十 五, 即 中 要。 
一 沪 一 “, 此 即 所 求 之 解 . 

4417. 求 场 w = 二 (其 中 > 一 Y 到 十 交 二 ) 在 方向 ffcose， 
cos 六 ,cosy} 上 的 导数 . 


在 什么 情况 下 ,此 导数 等 于 零 ? 

开工 和 -3 卉 世 - 
解 Br rap0y ra 和 四 二 于 是 ， 
由 一 袜 了 加 
友 一 一 误 cosq 35COS 月 二 COSY 


一 一 访 Ccos(F，z)eose 十 osf 375CD8 甩 


十 COST〔 产 ,过 Jeosy] 
os(7 六 ) 
这 一 人 


要 习 = 0, 只 要 cosC 7) = 0 如 2 7 此 天 所 求 之 解 . 


4418. 求 场 z 一 zkzyyyz) 在场 由 一 内 定 rz) 的 撞 度 方向 的 导 
数 ， 


在 什么 情况 下 ,此 导数 等 于 替 ? 
这 下 有 全 
解 ! 一 grado,7 = 全 20' 于 是 ， 
昏 _ .了 了 Eradz“，&gradty 
过 一 Eradz 了 一 | grado|j 


要 于 - 0, 只 要 grady | gradv, 此 即 所 求 之 角 
4419+ . 设 : 


辫 、 二 上 
z 一 arc 雹 一 一 = 政 c 一 了 十 于 十 是 ， 
4 寺 
计算 总 一己 X grade 
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4420. 
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刘 工 如 全 1 
”mw 二 到 | (Ce 十 轨 浊 
下 

_ rr 
(十 只 十 zz 十 内 入 
册 8 


败坏 
和 (xz 十 机 下 
让 十 及 十 2 


于 是 ， 
了 
吕 一 上 X graqda 一 1 二 
尺 和 届 
王 鸭 天 


-一 - 上 1 [fr 十 姑 十 3) 
( 十 并 十 SC 十 久生 
一 (2 十 衫 十 Te) 了 十 Cr 一切 ) 袜 下 了 
确定 同 量 场 
妈 一 工 了 十 了 了 十 2z 站 


的 力 线 . 
解 为 线 系 这 样 的 一 条 曲线 和 :在 C 上 每 一 点 的 切线 与 


向 量 场 在 该 点 的 方向 重合 . 因此 ,有 &r1 a, 即 
dz 罗 _ 丰 
站 
其 中 误 一 @ 十 av 了 十 大 
念 有 ay 一 Yves 一 yoi 一 2ze, 故 得 
cd -号 - 宇 


开 3 2 


解 之 ,得 yy 一 crriz 一 cozz 

4424, 用 直接 计算 的 方向 证 明 疝 量 E 的 散 度 与 直角 坐标 系 蔓 
选择 无 关 . 
证 “ 设 除 直 和 坐标 系 Dryz( 举 标 轴 方向 前 单位 向 是 为 
了,3.5) 外 , 另 有 直角 坐标 系 CO 2 ( 仅 标 轴 方 阿 的 


单位 向 量 为 祈 , 产 ,在 ) ,我们 要 证 - 
az 如 ， oa。 四 Gerr， 2y 呀 - 

天 十 到 十 吉 一 下 十 为" 十 亦 

设 


好 一 costn 了 十 cos 记 | 了 十 cosy 克 ， 
4 也 一 cosaz 了 十 cospas 了 十 cosyz 束 ， 
夺 一 cosey 了 十 cos 朋 ;了 十 cosy3 下， 
又 设 癌 一 08 一 ai 十 87 二 于 是 ,空间 一 点 盖 在 两 
个 译 标 系 中 的 谷 标 (zsyys) 与 (zz ，2 ) 之 间 的 关系 
为 ( 令 F 一 0 产 , 了 = CE)， 

一 


一 (二 一 Gecosal 十 (9 一 四 cos 有 | 十 《zz 一 Cecos 太 ， 


扩 一 站 2 一 《人 一 0) * 万 
一 (了 一 Geosos 十 (37 一 丰 cos 有 十 《zz 一 ccosys， 
sr 一 站 

一 rr 一 aeosals 十 (9 一 由 cosp 十 【zz 一 上 cos 后 
我 们 有 

上 一 ar 十 er 下 十 ae 本 
一 ifecosai 寺 十 cos 癌 | 了 十 cos 加 天 

十 ay (cosez 了 十 cosB 十 cos7? 天 7 
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十 efceosas 了 十 cos 有 ps 了 十 ceosy， 压 )， 
由 此 可 知 


cr 二 人 CDSG， 十 人 weOsaa 十 GecDOSsey 


Qu 一 GecOs 癌 十 aveosB 十 acosPB， 


2 一 CirCOSYI 十 2wcDSya 十 acosya， 
于 是 ， 
出 出- 入 : 上 和 2 | 交 
和 Mr 有 ”和 下 ”下 
地 ， 让 
一 | ensatl 元 Sr 了 十 cosas - 一 一 2 |eosa 
Pr ， 7 让 网 ] 
十 | cosai 节 / 十 “esas 双 十 ceosewi 一 一 为， |eose 
各 2， 妈 - 
十 tcosa 天 十 cosas 元 十 COSds 车 jeosa， 
同 理 , 可 得 


Ce 一 | cosa 元 十 cosps 2 十 cosB 二 2 jeos8 


一 | cosp 


间 ，， 
十 | cDs 且 ， 有 7 十 cos 记 二 


| ( 妈 六 遇 呈 。， 
十 | cos8 本 十 cosP | 十 cos 月 ， 稚 |eosp，， 


工 全 人 壤 [-， 
吉 一 [cosr 元 十 cos 因 于， 十 COsY : 7 COsy 
到 7 各 
十 (cos 子 本 3 十 Cosy: 址 寻 j]cosy。 


( 扫 :， 
十 [oosr 知 十 ecosy 全 云 赴 eDsYj 天 各 jcosy, 


将 这 二 式 相 加 ,得 


aa 经， 
元 起 十 斋 (7 ] 辽 ， 
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十 【六 ， 克 


1 < 吉 :- 中 条 
二 (3 二 闻 ) 
十 人) 3 十 ,电池 ce 十 (有 。 
二 ，， 击 。，， 反 。 
和 二 + 才 
证 毕 . 
4422. 证 明 
divatan lim 鞋 | 二 zas， 
本 人 一 避 和 


其 中 为 围绕 着 点 虹 和 界 有 体积 了 的 封闭 曲面 ， 
面 9 之 外 法 线 ,c(S) 为 曲面 3 的 直径 . 
证 ”由 于 


可 -arcose 十 2vcos 问 十 CscOsy， 


吕 a 
和 
) 中 =， 
) 专 ， 


站 为 曲 


其 中 cosaycospcosy 是 a 之 方向 祭 弦 , 座 用 奥 氏 公式 以 


及 积分 中 值 定 理 ,得 


中 本 人 一 err 十 aycos 月 十 aecosy ?2.3 
党 


人 Te 


-人 
= aiv aazaraz 
_divzGy-y 

其 中 好, 是 中 某 点 * 即 

divz tu) 一 韦 | 二 zas 


折 
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令 38 一 0 这 时 7 缩 向 点 虹 , 从 而 点 好 一季 , 取 极 
限 , 即 得 
diva Cd) = lim 十 由 。. 5. 
Sm 


4423. 求 : 


div| 二 二 工 |. 


div 二 二 


4424. 证 明 : 
(ay dirfE 十 五) 一 dv 区 十 dv 
(ay divtaec) 一 -gradxtc 为 常量 ,为 数量 ); 
《ay div(za) 一 adivra 十 和 ，gradA 
和 94 


4425. 


4426. 


证 (a) 设 ee 一 cr 十 ay 十 ar 天， 一 记 了 十 五 
十 改天 
忆 士 人 幅员 Da 十 包 ) 
由 于 一 王 十 天 
雪 了 色 ， Ra2。 十 总 ) 四 局 部 。 
入 十 加 及 ( 芭 二 这 十 亚 : 故 得 
div( 立 十 否 ) 一 dv 十 dv 五 . 


《o 设 c 一 cr 二 ci 二 ceE 其 中 cccr 为 常数 ， 


es ) 并 以 acy) 了 了 Date 凤 
由 于 有 
故 得 
div(g cy 一 臣 ee 
Co 本 =“ 有 十 or 汉 ， 于 2 
提 ， Mo 3- 人 
史 十 本 鸭 妈 及 纪 玉 十 人 去: 故 得 


二 全 ) 一 aqdiv a 十 全 ， 名 radtt， 
求 divCgradz)， 
解 ”div (grada) 一 志 | 型 十 喜 | 名] 上 引 尝 
3 
瑟 十 路 + 车 
一 JJz{ 或 记 成 六 2 
求 div[gradF(r)], 其 中 > = v 王 十 开 十 下 .在 什么 情 
讽 下 div[gradfr)] 一 03 
解 ”由 4410 题 的 结果 知 ， 
gradAr) 一 yor) 。 二 


十 是 ， 


4985 


divrgradf(r)] 一 玫 [ Cr) 三 | 


二 + 羡 [7 三] 


一 一 产 G[ 翅 十 避 5 十 所 | 十 7 《r 


了 一 区 | 太 一 2 
f 
芒 3 了 3 隐 


= /or 十 三 AD 

要 divCgradfr) 一 0, 只 要 站 【六 十 一 大 太 Cr) -一 作 ， 
将 上 述 方程 写成 下 述 形 式 : 

rPr(m 二 21 一 0 
或 fr 挛 kcrl 十 For 十 六) 一 由 


积分 之 , 即 得 
rrtr) 十 76r) 一 CC 《CC 为 常数 )， 
再 积分 之 ,得 
rr 一 Cr 十 CC 为 常数 )， 
于 是 ,最 后 得 
ro =C+ 所 ， 
此 妈 所 求 之 解 ， 
4427. 计算 :CadivF: (oodiv 元 - 
解 (adivr 一 诗 十 守 < 一 
本 | yy D| 之 1 
(5)div 工 = 划 三 | 十 >] 十 受 [三 
1 2 | 1 3 了 癌 
加 了 ， 号 | | 天 
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3 疙 十 多 十 呈 3 1 2 
六 四 


下 因 天 


4428, 计算 divCFory 3 式 中 xz 为 党 癌 量 ， 
解 dvLFryc] 一 CgradFr)") 
= 


六 


+ ) 利用 4424 题 6)》 的 结果 . 
x* # ) 利用 4410 题 的 结果 . 
4429. 求 div[CFr) 7]. 在 什么 情 鱼 下 此 向 垣 的 散 度 等 于 容 ? 
解 divCFory7] 一 Fr)divrr 十 地 -gradFr) 
一 3Ar) 十 了 六 ( 交 
一 37or) 十 > 户 (r)， 
要 divLrr 门 一 0, 只 要 380r) 十 rPtr) 一 0, 即 


好 (rm 3 
rr) 六 
积分 之 , 即 得 
ror) 一 所 (C 为 常数 )， 
此 即 所 求 之 解 . 


* ) 利用 4424 题 Cn) 的 结果 . 
* #< ) 利用 4410 题 的 结果 . 


虽 30. 求 : (adivfaegradae)i (5)dqiv(agrado). 


解 (adqiv(xgradu) 一 adivCgradaw) 十 gradwe 。&radzt ) 


一 总 几 昨 十 《Eradg32 
《divCzgradu)y 一 zidivKgradu)》 -十 名 radu，grada  》 
一 2 十 gr8dK Sradu 

* ) 利用 4424 题 (s) 的 结果 . 


本 8 了 了 


< xx 利用 4425 题 的 结果 ， 
4431. 笔 体 以 “ 定 的 角速度 吧 传道 时 针 方 向 绕 @z 轴 有 旋转 , 类 
速度 癌 基 了 和 加 速 麻 向 基 在 空间 的 点 We) 和 在 
已 知 时 刻 的 页 度 ， 
解 盖 六 十 吕 关 节 微 分 之 , 即 得 
站 一 负 十 贡 汉 六 十 了 盐 关 开 
一 十 外 汉 产 十 国光 站 
zi 十 区 尖子 十 本 X (5 二 下 勾玉 ) 


中 


一 冲 十 下 其 关 十 轴 基 基 十 人 六) 本 《 
为 了 计算 qiv 立 和 divye; 先 计算 divca X ,此 处 5 

为 常 癌 古 , 由 于 
(7 一 人 一 人 3 


《aa X 站) 一 ay 3 


故 得 
divfa X) 一 卫 (ouz 一 &-y)》 十 圳 Ccrx 一 Qre2) 


十 汪 Coa 一 Co 一 
于是 , 即 得 
div 了 一 diy 抽 十 div(oX 7 一 0 
出 四 一 是 而 十 是 有 次 了 十 由 (的 光 而 )， 
十 divrf 六 多] 一 出 w[o， 疝 ) 天 1 
而 diwrt 六 人 一 本 =。 7Fdivr 册 十 站。，kErad(w， 
一 
耻 diw[( 曾 站) 门 一 站 adiy 地 十 产 - grad( 乓 。 贡 ) 
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2 


一 3o， 
其 而 ,最 后 得 
tv 外 一 眶 一 3 一 一 2o2， 
* 》 利 用 问 量 代数 中 的 公式 (一 重 外 积 展 并 式 )， 
让 XXX 一 
* #% )》 利用 4424 题 Cn) 的 结果 ， 
* x xx >》 利用 4411 题 的 结果 ， 
4432. 求 由 引力 中 心 的 有 限 系 统 所 产生 的 动力 场 之 散 度 . 
是 子 


解 ”引力 F 一 二 (以为 常数 ) 于 是 ， 
上 避 | 下 工 1 曲 在 y 日 Re 
di 三 一 | 订 | 十 丽 3 + 总 生 
iT 3r 11 33 1 3z 
-人 一 刘 
__ 如 [ 马 3 十 世 士 殉 ] 
一 号 加 | 一 0 
六 | 
4433+. 来 由 概 坐 标 ~ 与 2 所 表 的 平面 疝 量 < 一 4 47: 网 之 散 度 
的 表示 式 . 


解 ” 设 极 坐标 的 上 线 与 g 线 的 单位 矢量 为 &. 与 few，, 理 
Cr 的 一 下 和) 放 十 Getr 聪 er 

这 里 自然 假定 av,a* 都 具有 连续 的 悄 导 表 数 . 取 面 积 元 

素 LS = rd9Lr, 记 其 界线 为 L4C. 首先 ,推导 矢 景 < 

经 过 界线 dC 的 通 量 , 即 矢 流 . 通 量 可 分 两 部 分 :一 部 

分 是 绎 过 - 线 的 ! 另 一 部 分 是 经 过 史 线 的 . 它们 分 别 是 

| rip 十 LIGr 一 | arpdr 
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”1 sr 
=- | [arr 十 J 网 一 (rmWJar 


一 六 ao Am 


一 aav 0 49 ， 


一 六 1 
| ar 二 诈 , 四 Ur 二 rap 一 | arradg 
到 代 


如 1 9 
= car 二 放 , 由 人 十 才 ) 
名 


一 人] 

本 | 站 [ee 人 

的 ar 二 加 
旧 由 于 wav 的 导 函数 的 连续 性 , 当 ,Ap 取得 惫 
通 址 
中 二 人 2 和 二 2 | 4gir， 


ra 


部 放 
其 审 ” 为 曲线 LAC 的 外 法 线 方 向 ,而 且 当 iry Lp 务 小 
时 此 近似 等 式 剑 精 确 ， 


于 是 , 杠 据 散记 的 定义 ,并 注意 到 L4s 收 和 项 为 -点 
《Cry 他) 与 rr 一 0 LY 一 0 等 价 ,从而 即 得 


中 计 . 贡 
ar 


由 v 总 一 lim 


Sn 到 且 
2aetr :多 上 汇 c 作 : 多 | IJra 
-= lim 上 名 
dr- = 直下 
可 时 = 出 


artr 有 ，BLarkr 网 让 
0 | 


1 

1 
[| 

1 


4434, 设 
了 二 AD) 一 是) 二 (sy 吉 ) 
用 直 交 曲线 坐标 ea 表示 出 va 人 Try yz)， 
作为 特殊 的 情形 , 求 
用 柱 坐 标 称 球 举 标 
表示 而 v 立 的 表示 
式 - 机 
解 考虑 向 景 
和 通过 由 曲面 * 三 
常数 ,一 常数 ,一 
常数 所 界 的 小 立体 
(接近 于 长 方 体 )7 
的 表面 $ 的 流量 (图 
8. 72) ,我 们 有 一 au 2 十 av es 十 au ls 
在 # 曲线 十 ,只 有 变化 和 wm 都 是 常数 ) , 故 
二 下 一 和 dv 守 卡 du 了 十 du 下 
从 而 
c 困 一 | 寻 六 | 一 也 


疼 8.72 


对 
ET 


cl 为 曲线 上 的 弧 驼 素 . 同 理 可 得 
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cr 一 ydoass 一 cm 
其 中 drsseess 分 别 为 wo 曲线 上 的 弧 郊 素 ,而 


ETERTE 


xl 对 二 | 区 二 | 允 ) 。 


由 于 坐标 曲线 瑟 相 垂直 , Las cs, Lss 都 很 小 , 艳 丫 接 
近 于 长 方 体 . 因此 ,其 体积 为 
了 二 Aiess 0 二 cecerad3s 
一 YANwadecdarar 


现 计算 3 通过 的 表面 $ 向 外 的 流 其 | .cs ,S 共 包括 


六 块 小 曲面 5 图 8.72)》, 记 重 直 于 引 方向 的 两 块 为 8 与 
S( 即 图 中 的 JW 与 NNN ,得 直 于 上 方向 
的 两 块 为 $: 与 85,, 重 直 于 2 方向 的 两 块 为 $s 与 St. 显 
然 , 由 于 曲面 很 小 ,有 


小 cLS 十 小 dS 


二 好 9， 1 | (zw 十 AM bi 
一 as 4S， 3315 

一 cataltg 十 ao 
一 co fase) 
DCcsadeduczo) 


二 “ 天 好 让 
一 = Seeydududm 
同 理 可 得 
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| ss= 二 dondltdla， 

|sas 十 | < 一 ae dasdodtau 
相 加 即 得 

DC 
ass 二 | 人 十 人 
下 全 duaodo 

于 是 ， 

| 

2 

刀 TAN ChYan) 


十 于 (NT ) 十 | 


吕 四 . 当 小 衬 体 亚 便 缩 身上 MY 竟 小 ) 时 ,上 述 各 近似 
等 式 都 傅 精 确 . 于 是 , 令 了 缩 向 好 ( 即 。 的 直径 zx57 趋 
丁 震 ) 取 极 限 ,利用 4422 题 的 结 划 ,得 


|aas 
div 总 一 lim < - 


如 0) 好 


-7 二 [| 电 CMNeo) 十 亢 CNEan) 


十 电 GPaas) | 
特别 是 在 柱 坐 标 铺 形 下 ,有 
了 一 reos 反 一 Si 的 客 一 主 


{ 一 :一 多 人 一 你 ) 


从 而 
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和 全 0 


| 十 各 | = 
志 1 
出 二 必 和 二 一 1 
于 是 ， 
_ 局 ae ， Ha。 
div 辫 一 二 | 误 crao 十 误 P 下 | 


在 球 坐 标 情 形 下 ,有 
了 一 psingcospyy 一 25in 拓 im 
芝 一 osttz 一 站 一 用 一 全 ， 


于 是 ， 
人 制 和 
w=-J 旨 +| 吧 +( 肝 = 
机 
由 此 可 知 
cv 一 头 | 对 (onsinb) 
十 声 (eapsing) 十 蕊 er 
= Tsin8 训 Co 
十 0 已 (ausin0) 十 到 |. 
4435. 证 明 ， 
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(arotfa 十 百 ) 一 rot 十 rot 丰 ; 

(6)rot(z ) 一 zkrot 二 十 gradaz X 芯 。 

证 (ia) 设 一 az 十 e@y 了 十 Ge 哆 站 一 已 之 十 下 了 十 所 
友 , 则 有 


王 了 达 
一 避 四 全 
rot( 十 下) 一 过 男 过 
@ 十 间 十 忆 ez 十 六 
太 了 二 了 
| 了 了 了 引 旧 旺旺 
”| 开交 机 了 有 本 
ar 只， ar pr PP， 尼 
一 Yot 新 十 rot 下 
(6)rotta ai = 卫 (ua) 一 二 (ua 
7》rDt: gt 这 一 功 了 全 = 翅 (aay 
一 由。 岂 ， 型 ”， 生 
=“ 寺 各 | 二 (用 一 


一 zttot, 站 十 《gradz X 2)。， 
同 法 可 得 
rot,( 红 在) 一 Broty 让 十 《grada X 瑟 )， 
rot。f 引 二) 一 wrote 总 十 【grada 广 立 )。 
于 是 ， 
rotrKz 证) 一 ttrot 如 十 araqt 汉 区 


44d36. 求 :(a)rot F;(6)rotCFry rr 


_ 二 ar 让 1- 
解 GorotF = | 宇 一 到 二 |[ 宝 一 下 7? 
邢 上 aa 
十 [( 琵 一 宁 j 
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(JPntDACr rryrot 十 Rirad 《Pr) 
一 问 十 产 人 1 ， 光 六 
一 0 
# 利用 4435 题 (6) 的 结果 . 
# < 利用 4410 题 的 结 尘 ， 
4437. 求 ;(a)rot Fr,t6lretre X ArPte 为 定向 此 )， 
解 (arotcezlr) 一 Cr)roftc 十 grad7gr) Xe 
-六 Cor xc) 
(5 Totre 汉 Fr rr 一 rrotge 色 关 ) 
十 srad7Fry xc x7r) 但 是 ， 
rotCr X 玉 ) 一 


了 了 天 
晤 可 可 - 
和 1 必 二 


ER 


EradFry Xe X 关 ) 一 六 人) 


六 Xe X 关 7 
六 
- < 一 (1， 
故 最 后 得 
rotfe XFr) TFI 一 27Cr) 
十 才 CGr 六 之 一 人 六 
4438. 汪 明 divfa X 三 ) 一 下 rot 葬 一 下。rot 了 站 
证 divfa X 捷 ) 一 站 td 站 一 ap) 十 冯 (a-， 一 站- 站 


十 去 (如 一 妇 ) 


加 | 中- 1 1 ma) 

| 二 一 全 | 寺 志 知 一 二 
本 了 7 到 必 ; 1 吧 - 化 ， 

十 全 | 本 0 | | yw f 必 
| 半 ， < 了， 肋 。 ” 虽 ， 

| 必 去] -| - 了 | 


一 由 *roto 一 上 rot 玉 . 


4439. 求 ; (ayrotCgrad wy5ydivCrot 宇 )。 


六 
日 了 了 
解 (a)rotfgrada 一 | 和 有 下 | 一 站 . 
和 
黎 肥 专 
_ .、 Da 癌 
{57 div (rot @) 一 中 | 坝 如 | 
了 |&- _ 红 | 
31 如， 和 | 


d440. 物 恒 以 一 定 的 角速度 上 于 绕 轴 ?lcosayeosB cosy) 旋 
转 . 求 速度 向 量 在 空间 的 点 M(z,yvs)y 和 在 已 知 时 刻 


的 旋 度 . 

解 “了 一 如 十 忆 X 关 从 而 有 
由 一 渍 十 多 过 一 0 用 一 rr 十 好 江 一 全: 之 
由 一 ws 十 多 一 吉 ) 守 。 


、 色 和 季 _ 、 
由 于 rot, 卢 一 驻 一 志 一 2 ysTOt, 症 一 2 及 Tot: 


一 2w. . 故 rol 了 六 一 2 细 ， 


4441. 求 向 量 > 的 流 基 :Ca 穿 过 圆 航 形 空 十 交 委 天 (0 委 < 
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关 ) 的 侧 表 面 :05) 穿 过 此 圆锥 形 的 底 . 

解 《a) 在 侧面 上 , 点 的 向 径 的 方向 与 圆锥 的 直线 重 
合 . 国 此 ,点 的 向 径 与 圆锥 在 该 点 的 法 线 互 相 垂直 , 即 7 
在 法 线 方向 上 的 射影 普 一 0. 于 是 ,人 疝 基 > 穿 过 侧面 忆 的 


流量 为 
由 .es 一 了 . 


(5) 在 圆锥 形 的 底面 上 ,r, = 天 于 是 ,所 求 的 流量 


为 

六 人 一 左 。 扣 2 一 赤 > 

4442. 求 向 地“ = ye 十 zz 了 十 zy 左 的 流量 :(a)l 穿 过 圆 梓 王 
十 玉 委 e(0 委 z 扫 于) 的 侧 坡 面 !(6) 穿 过 此 圆柱 的 全 表 
面 . 

解 先 求 (5), 由 于 


| eas 一 由 由 vacY 一 芽 0adyY 一 0， 


放 向 量 & 穿 过 图 柱 的 全 表面 的 流量 为 零 
再 求 () ,又 由 于 3 一 Su 十 3 汰 及 在 上 .下 底 上 


硬 。 一 区 上 旋 有 
| 他 好 一 中 EECdy 
1 下 脱 2 


2 
一 引 < 才 rsinosedr 一 0. 
看 所 


于 是 ， 
| .us 一 0， 


“ 铀 
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即 向 量 a 窒 过 侧面 的 流量 也 ,为 专 . 
4443. 求 向 径 > 穿 过 曲面 
< 一 1 一 v 王 十 (0 饼 z 扫 1 
的 流 基 
解 设 :3 为 所 给 的 曲面 5( 锥 ), 忆 为 锥 的 底面 ( 即 〇 zry 站 
面 上 欧 圆 城 z 十 入 委 昌 , 由 于 


-as 十 |-as 一 Tavrer 
防 他 


号 


一 3 sy| ra 一 


及 在 万 上 ,r 二 交 赦 闸 一 oas = 0, 从 而 ,得 


-es 一 区 


4444. 求 向 量 之 一 zi 十 基 十 于 穿 过 球 巡 十 见 十 于 一 二 
rr0ym>0z 0 的 正八 分 之 一 的 流量 . 
解 。” 设 S 为 所 给 的 曲面 ,3 3, 下 $s 为 球 内 三 个 坐标 平 
面 上 的 部 分 , 则 有 


|eas 十 as 十 |。ss 二 was 
上 果 二 3 号 3 


一 〖 divaey 一 人 (了 十 十 2OCtddv 
机 二 
了 下 7 四 
节 ra 
一 之 dg| | zcOs 鸟 。，7KcOsgCDS 钨 
日 a 


十 Sin 红 08s 扩 十 SingDar 
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4445. 


了 


一 2 。 了 | Teoasgsin 昌 十 cnaCeos 灾 于 SIng) et 


一 二 | -| 工 (corp 十 sing ] dg 
_ 了 rr 
8 开 


但 在 SC 一 1.2,3) 上 ,显然 有 a 工 m 故 必  0, 从 而 
jas 一 007 一 1,2.3). 于 是 ,所 求 的 流 基 为 
由 


|| .us 一 并 


求 向 量 上 一 六 十 二 十 起 穿 半 由 请 平面 上 = 0 0 
= 一 0 二 y+Tz=ate> 之 0) 所 包 转角 锥 的 全 表面 的 流 
荆 . 
利用 闯 斯 竺 洛 禾 拉 德 斯 起 公式 ,验证 结果 . 
解 ”方法 一 : 
出 于 diva = 0， 
帮 所 求 的 流量 为 


|j。os 一 avewr 一 人 
下 


方法 一 ， 
如 图 8.73 所 示 . 
在 平面 > 一 06S 上 ， 


图 3873 
二 10,0,. 一 1 在 半 面 y 一 003 上 一 10. 一 1.0}) 


在 平 而 站 =- 00S:) 上 居 一 人 1.0,0)， 
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站 


基 和 是. 町 各 二 竺 计 向 而 喇 的 流 央 站 
| 。 pe - | (CUPegv 


et -一 
网 
和 
1 1 
1 站 
人 
四 


同 法 可 求 得 向 节 穿 过 $, 及 面 的 演 基 也 为 一 所， 
对 上 闻 面 二 十 本 十 之 一 人 (1 共 法 向 大 为 本 一 
上 一) 改 流 让 为 


“3 3 3 
] ， 1 中 
at = -一 | 十 二 十 ads 
站 
1 | GE _ 
一 av wY1 十 旦 十 ldeey 盖 二， 
本 3 了 上 2 


因此 呈 得 向 许 。 穿 过 角 能 全 天 而 的 流 二 为 
忆 n 人 CE 
定 ws 号 + | 0. 
4446. 证 明 ; 向 ， 穿 过 出 方程 式 > = Gesogeeo 近 加 ) 所 
给 出 的 曲面 总 的 流 荐 等 十 


Tss = [< 兰考 lwaw 
的 ] ] 


式 中 必 为 明 硬 $ 的 法 线 之 单位 向 时. 

证 广 曲 面 $ 的 方程 为 
DC 天， 

则 有 


从 而 
rr 此 邮 此 
访 头 页 一 | 各 妈 各 
虹 名 空 
及 有 而 
[| 邓 下 四 玫 17 | 玫 下 一 旦 虹 | 
和 到 市 于 [二 守 太 亚 几 
| 虹 串 玫 交 1 
F | 训 训 交配 
因此 , 易 得 
和 、 gr 一 
位 x 寺 | EC 一 下 


又 工 x 3 二 2 的 方向 显然 是 法 线 ”= = 的 方向 . 于 是 ,我 们 有 
[3 。 VEE 一 Facdudo 


4447. 求 向 量 “= mm 亏 Cm 为 常数 ) 穿 过 围绕 坐标 原点 的 封闭 
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曲面 $ 的 流量 . 
解 ”所 求 的 滨 基 为 


站 全 亦 -zc 一 es 
一 md4r” 一 4 


* )》 和 用 4392 题 (c) 的 结果 . 
4448. 己 知 向 虹 


eatr) 一 一 < > and| 

其 中 。 为 常数 ,r 为 点 内 (起 点 》 距 动 点 Mry》 的 距离 . 
求 此 向 量 穿 过 围绕 点 和 一 1 2 和》 的 封闭 曲面 和 
的 流量 ， 
解 首先 ,我 们 

下 一 = ernd|- 7 = 了 

其 次 ， 我 们 考虑 这 样 一 个 立体 (Y》, 它 由 曲面 $ 及 
包围 点 由 C= 1,20) 的 个 小 款 所 围 成 (这 些小 球 


的 球 心 在 点 M ,半径 为 P). 由 于 diva 在 站 内 为 零 . 故 
赴 4S- > as， 


人 


其 中 略 , 为 第 了 1 个 小 球面 . 但 是 
| 由 - 员 > | 。 5 


了 


|， 


由 于 
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4449. 


4450. 


|o ass = | CS (ee 
2 2 - 7 
生 四 ! 


90, 当 寺 和 
1 4 当 于 一 了 时 ， 


| .ss o 


出 


站 
上 


故 得 


从 拍 


St >” 


* )】 利用 4392 题 的 各 
证 时， 


果 ， 


作 f 
| es 一 waevsoue， 


其 中 遇 面 $ 包围 体积 立 . 
证 ”和 参 下 43943 题 (a1. 
在 单位 时 间 内 经 过 曲面 艺 素 czs 而 进入 温度 场 " 的 执 节 
等 二 
ce 一 -- ia 。 gtaditctS ， 

世 中 到 为 肉 热 的 传导 系数 , 为 曲面 $ 的 法 线 之 单位 向 
纪 . 求 在 单位 时 间 内 物体 所 积累 的 热 荆 . 研究 温度 上 
用 的 速度 以 推出 为 物体 温度 所 潢 足 的 方程 式 ( 妇 传 导 姓 
程式 ). 
解 审 于 

dt 和 一 一 有 区 Fadlnely 一 一 并 Eradaetfs ， 
故 出 奥 氏 公式 , 即 得 


一 一 上 nd cds 一 中 aver da ydS. 


| 寺 丝 ， 每 单位 时 间 内 向 立体 内 部 流入 的 热 址 为 
lsveesraawas， 《1 ) 
这 一 热 基 引 总 立体 内 部 温度 的 增加 ,现在 我 们 从 另 
-方面 再 来 计 寻 此 热 基 , 夺 时 间 富 内 瀑 度 增加 
cr = 外 v 
F 一 京 芝 。 
宵 要 对 收 积 元 素 cy 输入 热 二 
eedirpcdY 一 上 于 pcledv ， 
其 中 * 为 物体 在 所 考察 的 点 处 的 热 容 其 .于 足 . 在 时 间 
哆 内 整个 立 蛋 就 昌明 收 热 莽 
< cdY ， 
症 在 华 单 位 时 间 内 所 酸 收 的 热 其 邯 为 


由 空 dy (2) 
比较 (417 式 及 (27 式 , 便 得 等 式 
由 fc 汉 一 山 v(Egradar) 2 一 人 


由 于 上 式 对 取 在 所 考察 境域 内 的 任何 立体 了 都 适 
台 , 且 被 积 函数 显 见 连续 , 故 根 据 4097 是 的 结果 , 当 点 
属于 所 考察 的 境域 时 , 恒 有 
ce 全 一 div(hgrada)， 
此 旺 所 求 的 热传导 方程 
引 51. 在 运动 中 不 可 压缩 的 证 体 占有 恒 积 冯 , 假定 在 域内 源 
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泉 和 漏 孔 都 不 存在 , 试 推出 连续 性 的 方程， 
光 十 die(po) = 0， 
式 忠 = oCrvyvzz) 为 小 体 密度 ,v 为 速度 向 最 ,为 时 
间 . 
解 ”首先 ,我 们 已 知 :在 每 单位 时 间 上 内 月 Y 中 的 任 立 
体 ' 的 形 商 SS 向 外 流出 的 流量 护 为 
Q - jas- jeoer (1) 


现在 我 们 用 男 一 法 来 计算 Q, 如 考虑 到 在 时 间 必 
内 密度 e 增加 di , 则 立体 元 素 dy 的 质量 就 增加 


2dsdy ,而 整个 所 考察 的 立体 7 的 质量 就 增加 
二 | dy 


因此 ,每 单位 时 间 内 Y” 中 质量 减少 


-站 和 LV 
由 于 站 为 无 源泉 和 漏 孔 , 改 这 个 减少 的 质量 正好 就 是 从 
F" 的 表面 9: 庆 出 的 质 基 流量 驴 , 即 
@Q =-- 由 er (2) 
比较 (1) 式 和 (2) 式 , 便 得 等 式 
昨 人 过 + divGpo) ja 二 0. 
由 于 上 式 对 站 中 任 - -立体 了 ' 均 成 立 , 且 被 积 图 数 


连续 , 故 根据 4097 题 的 结果 , 当 (z,y,z) E 了 时 , 恒 有 
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烛 十 div(po) 一 0 


4452. 求 向 量 < 一 地 - 沿 着 螺 线 

六 一 -acostf 十 asinij 十 人 《0 祥 扫 :2T) 
的 一 段 的 功 . 
解 由 于 

dr 一 《一 asin 民 -二 acesi7 十 大 Je， 

acdr 一 De 

故 所 求 的 功 为 
2 


4453. 求 向 其 a 一 tr)r( 其 中 卫 足 连续 函数 ) 河 着 驱 4 已 的 
功 ， 
解 所 求 的 功 为 _ 
一 |7eopr “cr 一 | “Aerpr eds 
一 人 Areprar， 


其 中 心 是 单位 切 向 量 ， 
4454. 求 向 量 
a 一- 十 三 纹 
(ce 为 常数 ) 的 环流 :ay 沿 着 圆周 于 十 兴 一 1 一 小 
(cy 渍 着 圆周 他 一 22 十 欠 一 1 一 (0 
解 《Ca) 国 十 史 一 lz 一 0 的 向 径 > - 适合 方程 
r 一 cos 好 sint 十 呐 《0 饼 上 < 女 2r)， 


由 于 
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oa .cr 一 【一 sinir 十 cosry 十 ecRE) 。 
(一 sinfj 十 cos 十 圾 ) 击 
一 民 ， 
故 所 求 的 环流 为 
| 一 27， 
《6) 对 于 加 (rz 一 2 和 2 十 虹 一 1 一 0, 有 
7 二 (人 十 cost7 十 sintj 十 0Rt0 妆 1 二 和 红 )， 
由 二 
acr = (2cosl 十 Te， 
故 所 求 的 环流 为 
| ecos 十 Da = 27. 


4455. 求 疝 量 2 一 grad| arete 六 | 沿 状 围 线 C 的 环流 一 :0a)57 
不 围绕 和 = 轴 ;(o)C 困 绕 Ox 轴 . 


解 我 们 有 
” 了 上 “ 
证 一 天 十 闻 :十 十 于 
于 是 , 易 知 


rofd 一 0 《除了 一 y 了 一 0, 即 Oz 轴 上 的 点 ). 
(a) 若 广 不 围绕 Oz 轴 , 则 可 于 C 上 张 一 曲面 3 ,使 
S 与 人 sz 轴 不 相交 ,于 是 :根据 斯 托 克 斯 公式 ,得 
有 一 中 …pdr= 区 rote ts 一 0， 


(o) 若 己 围绕 Oxz 轴 . 先 设 避 正好 电 绕 Ox 轴 旋 转 一 
周 , 取 常数 了 一 0 充 分 小 ,使 C 位 于 平面 = = r 的 上 方 .在 
5 各 


平面 > 一 = 上 围绕 COz 轴 取 一 略 周 Cr 十 风 一 天 之 一 
-) 充分 小 , 合 半 径 > 小 于 C 到 Os 轴 的 距离 . 以 C 与 为 
按 界 张 上 :曲面 $, 使 $ 与 @z 钳 不 相交 . 出 斯 托 克 斯 公 
式 , 得 

中 十 中 ar=- 信 : ro is 一 曲 ， 
其 中 一 去 示 沿 顺 时 针 方 向 取 问 , 于 是 


了 = 中 < er， 
人 导 
但 也 C. 的 参数 办 程 = rcosg,y 一 rsinfz 一 工 后 ,得 
ae。 cr 一 上 一 - 袜 闻 《一 rsin 的 
村 站 


98 | (rcosg)]d0 


上 


一 | 2 一 2Zm， 
从 噶 
一 中心 d= 2 
现 投 (围绕 xz 轴 旋 
转 了 2 团 . 为 公 述 简单 起 
见 , 候 定 ， = 2. 在 平面 
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OOzzr 土 引 辅 助 线 ( 可 线段 14 瑟 , 将 避 分 解 成 两 个 只 娆 Dz 
峭 苇 一 周 的 闭 曲 线 CW = 4BHN4 与 人 一 4NBAC 图 8. 
74), 根据 前 面 已 证 的 结果 可 知 

时 = 中 dr 
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于 是 ,注意 到 4 互 上 的 线 积 分 (第 二 型 ) 与 54 上 的 线 各 
分 相 消 , 即 得 
入 一 中 < 中 edr+ 中 ad= 4 
完全 类 似 地 ,可 得 -~- 般 情 咒 (C 围绕 Dz 轴 转 王 轿 ) 时 ,有 
= 中 <: dr- 2zmm。 
4456”. 平面 的 不 可 压 纳 稳 流 由 速度 向 最 
mw 一 xz 十 ozryy]7 
描写 出 来 , 求 出 :51) 经 过 包围 域 $ 的 封闭 围 线 C 所 流 
出 液体 的 量 外 (液体 的 消耗 3; (2? 速 诬 向 量 沿 着 围 线 
C 的 环流 卫 . 若 疯 场 无 源泉 .无 沁 孔 迪 无 旋 度 , 则 函数 
& 和 满足 什么 样 的 方程 式 ? 
解 (1) 考虑 包 合 
善 点 DPIz,y) 的 
两 过 长 分 别 为 
dz 与 dy 的 小 第 
形 元 4BCD( 锋 
8.75)， 
在 单位 时 间 
内 滑 @z 轴 太 向 从 
4 刀 0 边 流 入 的 量 图 8.75 
为 zzyy)?。，L4y( 为 简单 起 见 , 设 密度 关 一 1) ,而 同时 
从 BC 边 流出 的 量 为 e(z + az)Ly. 于 是 ,在 单位 
时 间 内 , 沿 Ox 轴 方 向 从 单位 面积 的 小 正方 形 内 流出 
的 和 茧 为 
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区 ( 克 十 Le 一 站 (全 yy) 
LI3 2 


当 4z 一 0 时 ,此 比值 的 极限 于 就 是 在 点 (z,y) 沿 Or 
征 方 向 的 发 做 强 度 , 类 伺 地 , 驴 就 是 在 点 (zyy) 沿 Oy 


条 方 各 的 发 散 强 度 - 主 是 ,在 点 (zy7) 处 液体 的 发 散 
强度 为 光 十 未 区 ,而 对 于 面积 元 dzzdzy 的 流量 即 为 


儿 jazay 


因此 ,总 的 流量 为 
和 二 7 
@@=- LE 十 包 jazay 
另 一 解法 : 令 点 书 为 围 线 C 上 的 任 一 点 ,za 为 向 

外 法 线 , 孝 虑 图 线 元 索 心 . 单位 时 间 内 通过 必 弧 眉 的 
流量 为 

人 一 由 他， 
其 中 心 为 点 已 处 的 流速 避 在 法 向 是 上 的 投影 ;mw 一 


wu .区 于 是 ,所 求 的 通过 曲线 C 的 流量 为 


Q- ds 
cd 
人 是 ,加 一品 * 呈 一 ECOs( 3 节 )》 十 COS (yy) 一 站 疡 
杯 定 
吕 "十 ” ,获得 


Q = | ua 一 oa 
忆 


应 用 格林 公式 , 即 得 
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急 一 下 这 十 这 jazzdy 


(cp 一 吕 ,d = aar 十 oggy 克 

一 | eaz 十 ady 一 由 邓 _ 兰 | 底 Gy。 
若 流 场 无 狼 和 泉 无 潮 肪 及 无 旋 度 , 则 对 于 流 场 中 任何 针 
线 C 及 其 所 包围 的 域 3, 均 有 


@@ 一 0 及 六 = 4 

于 是 ,在 议 场 中 的 每 一 点 , 均 有 
色 出 妈 
到 十 为 一 0 及 下 一 及 一 
3 仙 矶 二 

或 焉 一 一 方 及 这 二 及 ， 


这 就 是 wx 忆 所 应 满足 的 方程 . 
x ) 编者 注 :从 原 书 答 案 来 看 ,本 题 叙 述 有 误 , 最 后 的 
问题 中 * 流 体 是 不 可 压缩 ”应 改 为 “ 流 场 无 源泉 .无 尘 
孔 ”, 而 在 题目 开始 ,度假 定 访 体 不 可 压缩 . 
* # ) 敌 看 4324 题 的 推导 . 
4457. 证 南 : 场 
a 一 8(8Y 十 晴 十 zi 十 zzz 十 2839 十 zz 
二 zy(z 十 y 十 2z 渤 
是 有 势 场 , 并 求 这 个 场 的 势 ， 
解 由 于 对 空间 任 一 点 (zyyyz) 均 有 


rota 一 广 Czy 人 < 十 ?十 2z7 


一 守 Czz(z 十 2 十 z 计 
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蜂 
十 (过 Setzz 十 十 zz) 
9 - 
一 六 czy(z 十 y 十 2 且 
阳 
十 |{ 冯 CezGz 十 23 十 >) 
一 去 Coyz(2z 十 十 = 上 
一 日， 
故 e 为 有 执 场 . 
区 由 于 执 二 满足 
cr 一 dr 
一 23t 十 中 十 二 rr 十 TSg07 十 2y 十 冯 y 
十 .fyfr 十 站 十 28)G 
一 oletr 十 人 十 ce 十 (二 了 了 十 z) 
”yzepr 十 zegy 十 Ya)》 
二 Tozidr 十 yy 十 z) 十 (十 ?十 之)G(z3yg) 
一 cry 十 十 站 ， 
帮 势 w 一 .ryz(r 十 ?十 =) 十 f: 其 申 C 为 任意 常数 . 
4458, 求 由 个 于 坐标 藉 点 的 质 丰 闫 所 产生 的 引力 场 


刘 
4 一 一 
的 热 ， 
由 下 
cf 一 本 = cr 一 一 冯 (Czred7 十 yefy 十 >dz) 
一 一 2 
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-于 


的 势 < 一 二 十 CC 为 任意 常数 ), 通 常服 zx 一 呈 休 交 
口 》， 

4459. 求 位 置 在 MG -= 1,2,…m) 各 点 的 质量 系 岂 全 一 1,2， 
…z) 所 产生 引力 场 的 势 


解 。 引力 场 4 一 一 > 号. 其 由 = 为 动 点 财 与 M 之 


闻 的 距离 . 由 于 > 
ds:d 妨 = 可 六 天 |， 


故 势 上 一 > 于 二 CC 为 任意 常数 ) , 通 当权“ 一 > 
六 1 “ 一 


， : 
4460. 证 明 : 场 e = Ar)r( 其 中 Fr) 是 单 值 连 续 函 数 ) 是 有 执 
场 . 求 这 个 场 的 势 
解 。 利 用 4436 题 (op) 的 结果 , 即 知 rotCFGr)r) 一 0. 故 
a 为 有 势 场 . 又 由 于 
人 一 dr 一 Tryr 十 YAOrGy 十 二 Fryds 
一 了 flatr9 一 rtrydr， 


故 势 * 一 | eepw 其 中 r 一 wa 十 并 一 兰 、 
4461. 证 明 公 丈 
sradr| 下 eee， 休 }- 一 ee 作 


四 
向 


52 生 


十 grasseco 空 ， 
下 


其 中 3 为 包含 体积 六 的 曲面 ,a 为 曲面 $ 的 外 法 线 ,r 为 
点 已 (zyie) 与 起 忆 全 9 必 ) 商 点 间 的 此 离 . 


证 ”首先 指出 , 题 中 需 假 定 p(Q) 在 站 上 其 有 连续 的 导 


数 . 
iD 先 设 点 PCzs3yz) 在 之 外 . 令 


了 (yy ) 一 [eee， 全 
和 


《11) 


显然 , 右 端 积分 的 被 积 明 数 对 参 变 基 ,yz 都 具有 连续 


的 含 导 函数 , 故 可 在 积分 号 干 求 导数 ,得 


gradu 太 一 eea ygrad 了 av 


《22 


〈3) 


又 调 于 
ETad| 一 去 一 一 grada rr 一 包 了 ， 
代入 (2) 式 ,得 
克 radpr 一 一 站 eceeraa。 了 ad. 
下 
在 公式 (4408 题 (六 7)) 


grado( 阁 ) 一 radag 十 WEradoy 
中 , 令 9 = p(Q),4 = 二 ,再 代入 (3) 式 ,得 


grad 了 一 一 下 aa | dd 


电 


十- 站 eaaoeco， 和 - 
和 


根据 身 氏 公式 ,有 


《4 
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eaas ear = eco 安 . (5) 


将 上 式 代 入 (dy 式 , 即 得 

gradrr 一 一 en 空 十 用 esaueee， 光 . 

iiy 现 设 点 Czrsyoz 在 Y 的 内 部 . 仍 搜 (1) 式 全 
zzryyvz) 注意 ,这 时 (1) 式 右 端 的 积分 为 广义 重 积分 
《点 王 为 环 点 )4 但 易 知 它 收 总 ,因为 在 以 斑点 为 中 心心 
为 半径 的 球 域 V. 上 能 积分 满足 ( 邮 一 max |e( 名 |) 


末 ewl<Jeeow<x 作 
攻 T 六 


2 交 1 
一 对 | cg singdg| 天 dr 一 2Mres 一 0( 当 es 十 0 
二 和 得 册 


时 ). 
我 们 证 本 ;这 时 仍 可 将 (1) 式 的 积分 在 积分 导 下 求 
导数 而 得 (2) 式 .事实 上 , 由于 


ML 


六 < [ 3 二) 好 T7 
je -二 | 必 12(@) -有 


于 


-出 -ee 于 和 sw 这 
7 下 
M 人 az| sineue| dr = 4Mre， 
犁 f ， 站 
故 积 分 


了 工 ) 


志 
出 wee -了 cd 


关于 xz 一致 收 效 . 于 是 ,(1) 式 右 端 的 积分 可 在 积分 号 下 
52 全 


关于 垃 求 住 导 函数 ,得 


了 
汽 一 ) 
a/ 六 
天 二 ree， 元 7， 《6》 
同 理 可 得 
、 坟 一 ) 
艺 一 由 ee， -和 edV， 《7) 
了 
民 一 
ar 六 
本 -je， 一 人 【8 


由 56), (7), 8 三 式 . 即 得 (2 式 , 伪 刘 眉 办 法 ,可 得 (3) 
式 与 (4) 式 ( 注 意 , 仿 前 ,可 知 (4) 式 右 庙 两 个 积分 都 收 
效 ). 但 不 能 直接 对 Y 应 用 奥 法 会 式 而 得 65) 式 , 因 为 有 
环 点 书 , 但 显然 可 对 站 一 Yes, 应 用 奥 氏 公式 ,得 


| sraadl ear = oo> 空 ， G9) 


了 
天 妈 十 三。 


其 中 S, 为 球 域 V。 的 边界 (球面 ), 在 3. 上 的 呈 是 指向 点 
疡 的 . 由 于 


~ 
| ee 玉 
3 
~ es - 世 2 dre - 4 VSrMe， 


故 


< v 了 ieol 罕 <vSM| 会 
他 3 


lim ee 空 =0 
开 让 和 


于 是 ,在 (9) 式 两 端 令 s -~ 十 0 到 极限 , 即 得 (5) 式 .以 
527 


4462. 
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55) 式 代 入 (d) 式 , 最 后 得 所 要 证 的 公式 
sadr| 用 eco | 一 一 je 空 
十 用 eaaseco， 生 -. 
证 毕 . 
证 明 : 若 。 = gradx, 其 中 
wz yz) 二 二 epepaeane 


及 六 一 VE 一 了 玫 十 人 一 3 十 作 一 2)2， 
则 diva 一 户 ( 富 yy) 
《假定 对 应 的 积分 有 意义 ). 
证 ”首先 指出 ,为 保证 题 志 的 广义 重 积 分 (既是 无 穷 积 
分 ,又 是 甫 积分 ) 的 存在 性 以 及 下 面 要 用 到 的 积分 号 下 
求 导 赦 的 合理 性 ,一 般 我 们 需 假 定 :2 愤 ,? 光 在 全 空 回 
具有 连续 的 偏 导 画 数 , 并 且 当 丸 一 v 捍 十 普 十 蒜 充 分 
大 时 ( 妇 之 民 )， 有 

le,91 挟 着 二 GD 
其 中 好 >0am>0 是 了 灿 个 常数 ， 

考虑 空间 任 一 点 已 oz yo2) 用 TY 表示 以 王 : 为 
中 心 ,1 为 半径 的 单位 球 域 . 我 们 先 限 制 点 已 Cz ,yz) 只 
在 Y, 中 变动 . 又 用 ,表示 以 总 为 中 心 ,2 为 半径 的 球 
域 ,, 囊 示 整 个 空间 去 掩 站 , 所 剩 下 的 部 分 (无 罩 域 ). 令 

ozyyiz) 一 亲手 222veard， (2) 


ozyyyz) 一 j Cdedqd (3) 


于 是 ， 
下 (和 Ye 一 一 去 Geo(zyyye) 
十 中 王 和 了 。 (4 ) 


《2) 式 右 端 为 马 积 分 ,在 4461 题 证 明 的 第 ii 段 中 已 证 
它 是 收 各 的 !(37 武 右 端 为 无 穷 积 分 ,下 面 证 明 它 收 租 ， 


令 

7 十 站 十 李 , 开 | 一 zziztR 有 2Cro 十 1)7)， 则 
当 民 闻 员 ,时 ,有 尺 莹 吕 ( 从 而 6) 式 满足 ), 且 屎 演 2fr 
十 站 ,以 妨 表示 点 人 9 的 ,表示 原点 (0,0,0). 由 于 这 
角形 两 边 之 和 大 平 第 三 边 , 故 (注意 六 毛 了 o)， 

R = 硕 过 + 两 过 mm 十 1 十 r 扫 全 十 ， 
从 而 


CS) 2 旨 | deal 


从 十 开征 如 民 


< cclygdt 


六 各 2 二 


名 十 府 十 生 交 


妇 、 2 SC 
及 
名 十 可 十 茎 关 夺 
关 富 可 = 十 加 及 对 
一 244| < 圳 singag| FRR 
二 自 号 二 
一 节 三 十 加 伍 玉 
_ 24| < sand Li 
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ar 
aRi 

故 43) 式 石 端的 无 穷 积分 收 伍 . 

由 (4 式 知 (7ryysz) 有 定 交 .由 主 击 w(Cgrada) 一 
La 故我 们 只 要 证 明 

LU 一 加 (本 yy 和 )， 《6 

我 们 证 明 (3) 式 右 端 的 无 穷 积 分 可 在 积分 号 下 求 导 数 
两 次 ， 
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了 员工 
Za -- ee 7 | 二 | ded3 必 (8) 
和 


为 进 , 只 要 证 明 (7) 式 右 端 的 积分 和 (8) 式 右 端 的 积 
者 关于 (zz) 和 V 一 至 收 笋 .由 于 
| | = 工人 1 
Dr ri r “和 
夏 仿 55)7 式 之 推导 ,可 得 : 当 愉 ; > 刁 ， 一 224d 玉 0 Cr 十 
1)) 时 ,对 一 切 Czyyz) 和 Yo, 有 


PE 90) 过 | 十 | | aeao 


卫 3(5 一 闻 ) 
__ 十 十 于 = ， 


六 


站 有 - 
< 由 宇 dydt < 4 由 cc 
六 玉 专 
娃 一 弄 十 妇 攻 民 导 池 十 旺 季风 
__ 16M3r 
(1 十 四 页 扩 7 


区 2 和 | | ear 


如 十 区 二 如 守 克 


< ai cczyectt 


7 加 
旦 二 办 和 各 人 
过 32 叶 4 ce 
总 1 尺 人 
128Mr 
(2 十 o 及 


由 此 可 知 ,(7) 式 右 端的 积分 和 (8) 式 石 端的 积分 都 基 
于 (rz) 和 V 一 致 收 代 . 因此 57) 式 与 (8) 式 当 (z， 
光 ) 拓 了 时 成 立 . 辐 理 可 证 ， 台 人 re 反 人 时 ,有 


zz 也 | 工 

5 一 er 玉 | 寺 jasazat， (9) 
孝 pw， 耶 

织 = 中 yp 天 | 守 asara G0) 


将 (8),(9),(10) 三 式 相 加 , 即 得 (注意 到 才 二 | -0 
xz 一 则 re ?， 5) 才 填 | edyc 一 0. 《11) 


下 面 再 求 2 = 十 vfgradz .由 4461 题 的 缚 果 禹 
gadu 一 ov 十 ev ， 【127) 


其 中 汪 表示 了 的 边界 (球面 ) 显然 ， 当 P(zyysz) ET 
时 ,(12) 式 右 端 的 第 一 个 积分 (面积 分 的 被 积 画 数 具 
有 对 于 zx,y 及 = 的 连续 偏 导 冰 数 , 故 可 在 积分 导 下 求 对 
于 rz,y 及 = 的 偏 导 画 数 , 另外 ,仿照 4451 题 1 段 之 证 可 
知 (12) 式 右 端 的 第 二 个 积分 (三 重 积分 ) 也 可 在 积分 导 
干 求 对 于 zy 及 < 的 偏 导 函数 . 于 是 ,得 
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divfgradz ) = 一 aee]as 
7 


5 
十 下 av(3emduocey]ar. (13) 
1 
利用 公式 div(oa) = udive 十 gsgradu(d4d24 题 ( 瑟 )) ,可 
知 ( 注 意 到 六 外 7 及 gradopl 总 ) 均 与 疡 无 壬 ) 


dive[e 和 a]= poOm ， ed 工 


1 


一 一 pQ) * grad| 了 | 一 一 PCQ) 下 工 | 二 ， 
dive [二 gradao(Q)]= gradop(Q) 。gradr 了 | 

一 一 Sradop[ 包 )，gradao 二 ， 
代入 (13) 式 , 得 

_- 已 | 工 7s 

一 je 记 | > jes 由 ave， 

， grada| 二 ay， {14) 

由 于 - 
divo[ p(Q)grade 过 ]= o(Q) 4 | + sradop(Q) 


为 
一 ee 闻 | 革 as 


javt focQ)grade| 亲 | jar- 《157) 


下 面 计算 415? 式 中 的 三 重 积分 ,用 各 ,表示 以 点 已 Cry， 
2 为 中 心 ,为 半径 的 妹 域 , 其 边界 (球面 ) 记 为 3 对 
一 用, 席 用 身 氏 公式 ,得 


‖ aive(eceyerad。 
F1 上 


30w 


上 1 .nadS 


一 | (@)grada 


3 全 3 


-和 中 23 ea 了 | 二 jas， 416) 


其 中 邯 是 向 外 法 线 ,从 而 在 8. 上 是 指向 点 了 (zz] 
的 . 由 中 值 定 理 知 


Je， | 二 |as = 一 je， 守卫 ja 


- 和 eco) 容 验 一 工 二 oa 
4 
翅 


一 4zp( 包 )， 
其 忠 . 是 球面 $. 上 的 某 一 点 . 代入 (16) 式 , 得 


业 dive[ [edQ)erada| 地 jar 
区 也 | 工 二 ja 二 4rp(QJ， 


两 端 信 E 一 十 二 取 极 限 ,得 
533 
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由 av。 [ecQ)gmdo| 了 | jar 
史 | 


一 je 站 二 
再 以 此 式 代 入 0153 式 . 得 

Li 一 一 4TB(Tyy ie )， 《17) 
由 人 17) 式 ,C11) 式 以 及 (4) 式 , 即 得 (6) 起 ， 于 是 ,56) 称 
对 一 切 点 下 Cryyz) 名 TY0 成立, 由 于 TV 的 中 心 Po， 
?oa 是 任意 的 (可 为 空间 任 一 点 ) , 帮 知 (6) 式 对 空间 
任 一 点 都 成 立 . 证 毕 . 


cd 十 4mpfPP)， 


